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PLANOS
E PONTOS




0 PONTO
A PARTIR DE UM PONTO
RETAS SAO TRACADAS
DANDO SEGMENTO

ATE UM PONTO DE CHEGADA.

ENTRE UM PONTO E OUTRO

SEM DEFINICAO, DIMENSAO E FORMA
VIVENDO UMA FASE QUE TRANSFORMA
UM CORAGAO CONTRADITORIO

HA INFINITAS HISTORIAS

AO FIM DESSE PONTO, HA UM NOVO RECOMEGO
FORMANDO ASSIM, UM CICLO QUE JA CONHEGO
MESMO SABENDO A DIMENSAO DO PEQUENO ESPAGO
APRENDO A INFINIDADE DE VITORIAS E FRACASSOS”

GABRIELE M. CHRISTAN, 32 ANO ENSINO MEDIO, ESCOLA SESI DE SERTAOZINHO-SP



CAPITULO 1
Planos e pontos

A vida acontece. A gente acorda, caminha, corre, cai. Hoje, por
exemplo, eu acordei as 6 horas da manha3, preparei o café, tomei
banho, me arrumei e corri para o ponto de 6nibus. Ao chegar no
trabalho, cumpri com os meus afazeres, almocei, e retornei ao tra-
balho. Quando relégio marcava 5 horas da tarde, arrumei minhas
coisas e peguei o 6nibus para voltar para casa. Alguns de vocés
tém uma rotina semelhante. Acordam cedo para a escola ou tra-
balho. Pegam carona ou 6nibus — alguns caminham até a escola. E
assim o dia acontece. Um apés o outro.

Mas a vida simplesmente ndo acontece no vacuo do Univer-
so. Nao. Quando vocé acorda, vocé esta na sua casa. Sua casa tem
uma arquitetura tipica, que vocé conhece bem. Por exemplo, no
fundo da casa vocé tem seu quarto e o quarto do seu irmao, que
fica ao fFinal do corredor que liga a sala de jantar ao banheiro e ao
quarto dos seus pais, e assim por diante. Existem paredes, jane-
las, portas. Todas as partes encontram-se num local determinado.
Algumas casas tém dois quartos, outras trés, mas toda a casa tem
um desenho fixo. Esse desenho fixo ndo surgiu aleatoriamente.
Pelo contrério, um arquiteto ou engenheiro desenhou a “planta”
da sua casa antes da casa propriamente dita ser construida.

Em algum momento, havia alguém com uma ideia na ca-
beca e uma folha de papel em branco, que através de desenhos
cuidadosos transformou uma folha comum no que vocé hoje
chama de “casa”. A folha comum podia acomodar qualquer tipo
de desenho, ou qualquer tipo de conteldo. Poderia ser um texto.
Uma fotografia. Um rascunho. Um poema. Poderia ser outra casa
gue ndo a sua. Mas nao era. Aquela folha estava destinada a ter as
instrucoes para a construcao da sua casa.

A folha em branco é o que chamaremos de plano. Vamos conside-
rar como plano todo o espaco que pode acomodar “coisas”, sejam
essas “coisas” formas geométricas ou ndo. Essa pagina, por exem-
plo, é um plano que acomoda palavras.

E importante saber que o plano ndo precisa ser necessariamente
uma Folha. O terreno da sua casa, por exemplo, também é um pla-
no. Sua rua também pode ser considerada um plano, assim como
seu bairro, sua cidade, seu pais. O plano tem dimensdes de acor-
do com o que estivermos medindo. Se estivermos medindo pare-
des, seu terreno é o plano. Se tivermos medindo distancia entre
paises, o planeta é um plano, agora que delimitamos um plano,
temos que determinar o local de inicio do desenho, da forma,

do texto. Aonde é o comeco? Qual o ponto de partida? O ponto

é um local Unico no plano. E o local onde algo comeca (ponto de
partida) e/ou termina (ponto de chegada). Por exemplo, quando
vocé acorda pela manha na sua casa, vocé anda do seu quarto



(ponto de partida) até a cozinha (ponto de chegada) para o café
da manha. Quando o engenheiro ou arquiteto desenhou sua casa,
ele comecou por algum lugar - talvez a porta da frente, talvez a
parede dos fundos. O importante é que o ponto nos localiza em
um plano.
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Agora que vocé ja sabe o que sdo planos e pontos, é hora de ir
além. No dia-a-dia, é comum ouvirmos frases como “estou ligado
a ele(d)”, ou “estamos unidos”. Geralmente falamos isso quando ha
uma amizade extremamente fiel, ou um relacionamento que en-
volve sentimentos profundos. O que tentamos expressar é o sim-
ples fato que a nossa existéncia depende nao sé de nés mesmos,
mas também da existéncia de outra(s) pessoa(s). E é essa ideia que
vamos explorar para entender o conceito de segmento de reta.

Um segmento de reta é caminho mais curto que liga um ponto de
partida e um ponto de chegada no plano. Por exemplo, suponha-
mos que temos um plano — a folha em branco do capitulo anterior
—onde estao situados os pontos de partida A e de chegada B.

Um segmento de reta é o caminho mais curto que liga os pontos A
e B.




Segmentos de reta sio representados como (AB), significando
que o segmento de reta vai do ponto A ao ponto B (o contrario é
perfeitamente valido, por exemplo, se tomarmos o ponto B como
partida e o ponto A como chegada, num segmento (BA)).

Simples, nao?

Mas vocé deve se perguntar: “Por que diabos chamar de segmento
de reta e ndo simplesmente reta”? Otima pergunta.

Existe uma diferenca sutil, entre segmento de reta e reta. Um
segmento de reta tem inicio e fim (ponto A, ponto B). Por outro
lado, uma reta é ilimitada. Como assim? A reta ndo tem inicio no
ponto A, nem final no ponto B, ela pode até passar por esses pon-
tos, mas esses pontos ndo determinam a origem nem o destino da
reta. De uma maneira simples, podemos dizer que um segmento
de reta é um “pedaco” da reta que liga os pontos A e B.

E claro que vocé pode falar “Ah! Isso sdo somente definicdes. Em
pratica, qual a diferenca entre a reta ser ilimitada e o segmento de
reta ter inicio e fim?

Imagine uma rua bem longa da sua cidade, e vocé esta em uma es-
quina, vocé olha para os lados e ndo vé o inicio e nem o fim da rua,
mas vocé identifica o inicio e o fim de cada quadra que estd nessa

rua, entdao podemos dizer que a rua é areta, e cada quadra, que é

uma parte da rua, é um segmento de reta.

Tendo esta caracteristica a reta nos da a possibilidade de expandi-
-la, dividi-la em partes, e assim desenhar novos segmentos e criar
novas figuras, como a planta da sua casa, e isto se torna uma fer-
ramenta muito importante para a resolucdo de exercicios e para

o entendimento da Geometria. Ao longo do livro, veremos exem-
plos de extrapolacdo de segmentos de retas, e organizacdo de
figuras que facilitam o entendimento e a resolucao de problemas
geométricos. Por agora, vamos nos concentrar em segmentos de
retas e algumas propriedades que envolvem tanto os segmentos
de retas como os pontos.




CARACTERISTICAS DOS PONTOS E DOS
SEGMENTOS DE RETAS

Até agora tudo foi facil, vamos concordar. Planos, pontos e retas,
nada que vocé ja nao sabia. Nesse capitulo, comecaremos a explo-
rar alguns conceitos e caracteristicas do que aprendemos até ago-
ra, conhecidas também como propriedades, essas caracteristicas
nos ajudam compreender da linguagem utilizada na Geometria.
S3o muitos nomes, mas vocé ndo precisa decorar — decorar nao

é aprender! Nao decore!. Os nomes sao colocados aqui para que
sirvam de referéncia para vocé, e ndo como material de memori-
zacdo. Aqui vamos noés:

Pontos colineares, ndo-colineares e ponto médio: Retornemos ao
nosso segmento de reta (AB) do Capitulo 2, que liga os pontos A
e B. Suponhamos que, nesse segmento de reta, nés escolhemos
um terceiro ponto, chamaremos de ponto M, como na Figura 5.

O ponto M, A, e B estdao em um mesmo segmento de reta e, por-
tanto, sdo chamados de pontos colineares (“pontos que estdo em
uma ‘mesma linha’). Caso o ponto M estivesse situado em outra
posicdo que ndo coincidisse com o segmento (AB), os pontos M,
A, e B seriam pontos ndo-colineares, como mostra a Figura 6. Note

B



que o ponto M divide o segmento de reta (AB) em duas partes
iguais. Assim, além do ponto M ser colinear com pontos A e B, o
ponto M é também o ponto médio do segmento (AB). Nem todo
ponto colinear é ponto médio, obviamente, como é o caso do
ponto N na figura abaixo. O ponto N é colinear com os pontos A
e B, mas ndo divide o segmento (AB) no meio e, portanto, ndo é
considerado ponto médio.

Segmentos consecutivos e ndo-consecutivos: Agora consideremos
um segmento de reta (AB), onde os pontos colineares A, B,Me N
estdo situados como na Figura 8.

A

Note que, assim como consideramos os pontos A e B como pon-
tos de partida e chegada para desenhar o segmento (AB), é possi-
vel aplicar a mesma légica para desconstruir o segmento (AB) de
acordo com os novos pontos M e N. Por exemplo, sabemos que

o segmento (AB) é a soma do segmento (AM), (MN) e (NB), pois
esses trés segmentos juntos sao exatamente iguais ao segmento
(AB), como mostra a figura 9.




Pela figura, fica claro que os segmentos (AM), (MN) e (NB) estdo
“justapostos” (um colado ao outro, ndo hd espaco entre eles). As-
sim, esses segmentos sao segmentos consecutivos (“um segmento
comeca onde o outro segmento termina, sem espaco entre eles”).
Para tornar a ideia de segmentos consecutivos mais concreta,
imagine que seu time favorito de futebol ganhou 10 partidas
seguidas. Quando isso acontece, dizemos que seu time teve 10
vitérias consecutivas, que significa que nao houve quebra na sequ-
éncia de vitorias. A ideia é a mesma para segmentos.

A

Quando ha separacdo entre os segmentos, como por exemplo se
(AM) e (NB) estivessem separados, esses segmentos seriam seg-
mentos ndo-consecutivos, como mostra a figura 11.

B

.



Segmentos colineares e ndo-colineares: Assim como pontos, seg-
mentos também podem ser considerados colineares ou ndo-co-
lineares. A légica é a mesma: quando segmentos se encontram
numa mesma linha, eles sdo segmentos colineares, e quando nao,
sdo segmentos ndo-colineares. Entretanto, é bom ficar atento ao
seguinte aspecto: segmentos podem ser ndo-colineares e ainda
sim serem consecutivos. Por exemplo, a figura 12 mostra seg-
mentos de reta que sdo consecutivos (o ponto de chegada de um
segmento é o ponto de partida de outro), mas que sao ndo-coline-
ares, pois 0os segmentos ndo se situam em uma mesma linha. Da
mesma forma, é perfeitamente possivel que segmentos de reta
sejam consecutivos e colineares, como mostra a figura 12.

B

A

Segmentos congruentes: Sao segmentos que possuem a mes-

ma medida. Por exemplo, suponhamos que quando medimos o
segmento (AB) com uma régua, encontramos um valor de 5 cm.
Imagine agora um outro segmento (vamos chama-lo de segmento

(CD))também com 5 cm. Podemos concluir entdo que os segmen-
tos (AB) e (CD) sao congruentes.

Retas concorrentes: Vamos falar agora de retas. Lembre que retas
sao infinitas, enquanto que segmentos sao partes de uma reta
que possuem um ponto de partida e de chegada. Aqui, vamos
chamar a reta que contem o segmento (AB) de reta g, e a reta que
contem o segmento (CD) de reta c. Suponhamos que as retas a

e ¢se cruzam em um Unico ponto, que chamaremos de ponto O,
como mostra a figura 13.

D




Quando retas possuem um Unico ponto em comum, essas retas
sao chamadas de retas concorrentes.

Note que duas retas que sdo concorrentes podem receber nomes
diferentes, como assim?

Quando dizemos que as retas tém um ponto em comum significa
que essas retas se cruzam nesse ponto, quando elas se cruzam e
formam entre si um angulo de 90 graus, elas serdo concorrentes

perpendiculares, conforme mostra a figura 14.

A

Quando as retas se cruzam e formam angulos diferentes de 90
graus elas sao chamadas de concorrentes obliquas, veja na figura 15.

N3o se preocupe com os angulos, no préximo capitulo vocé apren-
derd sobre eles.

Essa definicoes e propriedades descritas acima nos ajudam a
entender a linguagem usada na Geometria. Os conceitos sdo bem
intuitivos, e ndo ha necessidade de decora-los. Entretanto, é im-
portante saber que essas propriedades existem.



EDUCAGAO E QUE NEM MOEDA DE OURO.E
VALIDA NO MUNDO TODO.”

PROVERBIO CHINES
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0 ANGULO DA VIDA

NA VIDA TEMOS VARIOS ANGULOS
COM VARIAS SEMIRRETAS A0S LADOS
ALGUMAS FORMAM TRIANGULOS

E OUTRAS APENAS SAO VINCULADOS

ESPEREI ALGO AGUDO

SO ENCONTREI 0 RASO

ACHEI QUE ELE TINHA TUDO

MAS ACABOU SENDO UM ARRASO

JURAVA QUE ERA UM COMPLEMENTAR
QUE MOSTRARIA 0 MEU COMPRIMENTO
FICOU APENAS PARA FOMENTAR
AQUELE TERRIVEL MOMENTO

DEPOIS DE UM TEMPO ME ANIMEI

E AGORA QUERO ALGO MAIS CONFORTAVEL
FOI Al QUE APAIXONEI

PELO ANGULO NOTAVEL”

MARCELLE S. MARTINS, 12 ANO ENSINO MEDIO, ESCOLA SESI DE SERTAOZINHO-SP
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CAPITULO 3
Angulos

Figura 16 - Angulo B
reta ABe BC

No capitulo anterior, vimos como pontos, segmentos de reta e retas
sao organizados e como podemos identificar caracteristicas refe-
rentes a esses elementos. Nesse capitulo trataremos de angulos.

Angulos podem ser definidos como o espaco entre retas concor-
rentes ou entre dois segmentos de retas consecutivos. Quando
medimos angulos, nés estamos interessados na abertura (distan-
cia) entre um segmento de reta e outro, ou entre uma reta e ou-
tra. Angulos sdo medidos de acordo com as interseccdes, isto &, o
ponto em comum entre as retas. Por exemplo, a figura 16 mostra
os segmentos e . O ponto B é ainterseccao desses dois
segmentos (ponto de encontro dos dois segmentos), e podemos
medir a diferenca na direcao em que os segmentos estdo aponta-
dos quando medimos o angulo B formado entre os segmentos.

B

Angulos podem ser medidos em graus (°) e radianos (rad), assim
como altura pode ser medida em centimetros ou metros, e peso
pode ser medido em quilogramas ou gramas. A relacao entre
graus e radianos é a seguinte:

*1rad =57,2958 graus
* 1 grau=0,0174533 rad

Nés trataremos de graus e radianos mais adiante, quando falar-
mos de circunferéncias e das funcoes trigonométricas (seno, cos-
seno, tangente). Por agora, é importante saber que essas sdo as
unidades pelas quais os angulos sdo estimados, e que os angulos
medem a distancia (ou diferenca na direcdo) entre duas retas ou
segmentos de retas.

Os angulos sao importantissimos na geometria, pois podemos
definir diversas propriedades da geometria, bem como teoremas
e leis. Por agora, assim como fizemos no capitulo anterior, vamos
ver algumas das caracteristicas basicas que envolvem angulos.

Angulo reto: E o angulo com valor igual a 90°.



B ° C
Angulos agudos e obtusos: Qualquer 4ngulo com valor menor que
90° é um angulo agudo. Por outro lado, qualquer angulo com
valor maior que 90° é um angulo obtuso.

B o C B C

Angulo raso: E o angulo que forma 180°.

Os angulos também possuem propriedades importantes para a
solucao de problemas geométricos.

Quando temos dois angulos e sua soma é igual a 90°, chamamos
esses angulos de complementares, por exemplo, se o angulo mede
30° o seu complementar serd o angulos de 60°, porque 30° soma-
do a 60° é igual a 90°, conforme mostra a figura 20.

60°

30°




Quando a soma de dois angulos é igual a 180°, esses angulos sdo
chamados de suplementares, por exemplo, o angulo suplementar
de 110° é o0 angulo de 70°, pois a soma dos dois é igual a 180°,
mostrado na figura 21.

A 110° [ 70°

®
®
(@)

E como ja foi dito anteriormente, sdo varios nomes mas nao é ne-
cessario decora-los, é preciso saber que eles existem e que serdo
utilizados nas resolucdes de problemas em Geometria.



NINGUEM E TAO GRANDE QUE NAO POSSA
APRENDER, NEM TAO PEQUENO QUE NAO
POSSA ENSINAR.”

ESOPO
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NAO IMPORTA 0 QUANTO A GENTE SE AFASTE,

NEM MESMO 0 QUANTO LUTEMOS PARA NOS DEFENDERMOS,
EXISTE UM PERPETUO CICLO, TRES PONTOS CRUCIAIS NO AMOR.

A ADMIRAGAO, 0 APEGO, E A DOR.

E E NESSE TRIANGULO QUE CONHECEMOS 0 NOSSO MELHOR E PIOR

LADOS."

il
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0 QUE SAO TRIANGULOS?

Todos os dias nés passamos por varios lugares, muitas ruas e ave-
nidas, vemos as casas, os prédios, as industrias e muito mais, e em
tudo que vemos, ndo percebemos as interacdes entre os elemen-
tos que formam o que vemos, nesse caminho vemos iniGmeras
figuras planas, aquelas formadas dentro de um plano, vistos em
capitulos anteriores, essas figuras podem ser quadrados, retan-
gulos, tridangulos e tantas outras que serao tratadas mais adiante,
mas uma delas é bem especial, e existe uma parte da Matemati-
ca dedicada exclusivamente a ela, entdo vocé me pergunta: que
figura é essa?

Essa figura tao especial é o triangulo!

Mas o que é um tridangulo? Se em uma folha em branco, o plano,
vocé definir trés pontos A, B e C, ndo colineares, ou seja, que nao
pertencam a mesma reta, ligando estes trés pontos, teremos trés
segmentos de reta consecutivos, o segmento AB, BC e o segmen-
to AC, a unido desses trés segmentos da origem ao triangulo.

A

O tridngulo é formado por trés lados, que s3o os segmentos AB,
BC e AC, trés vértices que sdo os pontos A, B e C; e por trés angu-
los internos, que somados sao iguais a 180°. Estes sdo os elemen-
tos dos triangulos.




Os triangulos se tornam especiais porque sdo muito usados nas
construcoes, lembrando o engenheiro que vai construir sua casa,
ele precisara fazer varios calculos matematicos para que ela se
torne uma construcdo segura, ele utilizara de calculos geomé-
tricos e trigonométricos, estes baseados apenas em triangulos,
estes calculos permitirdo que sua casa se torne uma estrutura
rigida, sem deformacodes e sem perigo de “cair”. Como o tridangulo
é uma forma que “ndo entorta”, quantos mais triangulos fForem,
usados mais rigida a estrutura da casa fica.

A >

TODOS 0S TRIANGULOS SAO IGUAIS, OU
EXISTEM TRIANGULOS DIFERENTES?

Quando fazemos nossas observacoes enquanto caminhamos nas
ruas de nossa cidade, conseguimos perceber que os tridangulos
aparecem de formas bem diferentes dependendo onde ele é usa-
do, na forma do telhado de uma casa ou nas formas das ferragens
de uma torre de antena de celular, isso acontece porque eles pos-
suem uma classificacdo de acordo com a medida de seus lados,
se todos os seus lados tiverem a mesma medida, eles receberao

o nome de equildteros, se pelo menos dois lados tém medidas
iguais, serao chamados de isdsceles e se nenhum lado tem medida
igual, serdo os escalenos, observe as diferencas nas figuras abaixo.




Os tridngulos também sdo classificados de acordo com seus angu-
los, o mais usado e conhecido é o triangulo que possui um angulo
de 90°, o chamado tridngulo retdngulo, este por sinal, serd o que
mais vamos falar, porque é muito usado em vdrias situacoes.

Se o triangulo possuir todos seus angulos internos menores que
90° ele serd chamado de acutdngulo e se possuir um angulo maior
que 90° ele sera o obtusdngulo, vale lembrar que esses nomes sao
apenas para comparacado, ndo é necessario decorar, visto que o
mais utilizado serd o tridangulo retangulo. Observe as figuras.

7]

PARA QUAISQUER TRES MEDIDAS 0
TRIANGULO EXISTE?

N&ao necessariamente, para que seja possivel construir um trian-
gulo, é preciso que a medida de qualquer um dos lados seja menor
que a soma das medidas dos outros dois lados e maior que o valor
absoluto da diferenca entre essas medidas, isto é chamado de Con-
dicdo de existéncia de um tridngulo.

Vamos imaginar que uma pessoa precise cercar um terreno trian-
gular, ela fez as medidas dos lados deste terreno, as medidas
encontradas foram 20m x 15m x 5m, mas serd que a pessoa fez as
medidas corretamente?

Para saber precisamos verificar essas medidas correspondem as
condicoes de existéncia do triangulo.

Vamos verificar:

Se tentarmos desenhar esse triangulo vai ser possivel perceber
que ele ndo existe, pois dois de seus lados terdo a mesma medida
do terceiro lado, o que nos dara duas retas coincidentes.

Observando agora a Condicao de existéncia: a soma das medidas
de dois lados deverd sempre ser maior que a medida do terceiro lado.

Observe as somas dos lados:



a) 20 + 15 =35> 5 (atende a condicdo)
b) 20 + 5 =25 > 5 (atende a condicdo)

c) 15+ 5=20=20 (a soma dos dois lados é igual a do terceiro
lado, ndo atende a condicdo)

Portanto com essas medidas é impossivel construir um triangulo,
a pessoa devera fazer uma nova medicao, realmente as medidas
estavam erradas, as novas medidas sdo 20m, 18m e 6m. E agora,
sera que elas estdo corretas?

Vamos verificar se essas medidas estdo atendendo as condicoes
de existéncia do triangulo.

a) 20 + 18 = 38 > 6 (atende a condicao)
b) b20 + 6 = 26 > 18 ( atende a condicado)
c) 18 + 6 =24 > 20 ( atende a condicao)

Portanto, o tridngulo existe e as medidas estdo corretas.

20

Ent3o agora vocé ja sabe como provar a existéncia de um triangu-
lo, e a cada momento mais coisas interessantes vao surgindo.

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Ahh essas palavras dificeis... Com certeza vocé deve estar se per-
guntando, o que significa isso? O que é congruéncia?

A palavra congruéncia tem o mesmo significado de igualdade, en-
t3o, sempre que aparecer a palavra congruéncia ou céngruo vocé
saberd que diz respeito a duas coisas iguais.

No nosso estudo de tridngulos verificaremos que dois triangulos
serao congruentes se possuirem, de maneira ordenada, lados e
angulos correspondentes iguais.




AVA

Normalmente sao utilizados “tracinhos” para indicar os lados e os
angulos que sdo iguais.

Para saber mais sobre a congruéncia precisamos conhecer os ca-
sos de congruéncia de triangulos. S3o trés casos de congruéncia.

Lembre-se: congruente é a forma matematica de dizer igual.
1° caso - LAL - (lado, angulo, lado)

Dois tridngulos sdo congruentes se os dois tiverem dois lados
respectivos congruentes e os angulos formados entre esses lados
também forem congruentes

2° caso - ALA - (angulo, lado, angulo)

Dois tridngulos sao congruentes se os angulos respectivos deles
forem congruentes e os lados entre esses angulos também forem
congruentes.

3° caso - LLL - (lado, lado, lado)

Dois triangulos sdo congruentes quando todos os seus respecti-
vos lados sao congruentes.

Através desses casos podemos, entdo, analisar os triangulos e
concluir se sdo ou ndo congruentes, mas vale lembrar que o mais



importante é vocé saber que dois ou mais tridangulos sdo con-
gruentes se seus lados e angulos correspondentes forem iguais,
os casos de congruéncias citados sdo referéncias e ndo precisam
ser decorados.

TRIANGULO RETANGULO

Este triangulo é tdo especial que tem um capitulo so6 para ele!!!
Mas o que faz o tridangulo retangulo ser tao especial?

Os tridangulos retangulos sao muito especiais porque através das
relacoes entre seus lados, muitos calculos podem ser feitos, e
muitas situacoes em diferentes casos podem ser solucionadas.

Uma pequena curiosidade sobre o estudo dos triangulos:

O ramo da Matemadtica que estuda o tridngulo é conhecido como tri-
gonometria. A trigonometria tem muitas aplicacées prdticas, desde
a antiguidade ela é usada para medir distdncias inacessiveis, ou seja,
distdncias que ndo sdo possiveis de serem medidas manualmente,
como a altura de uma montanha, a largura de um grande rio, entre
outras coisas. Para se ter uma ideia da importdncia da trigonome-
tria, os gregos antigos conseguiram medir a circunferéncia da Terra
e a distancia da Terra a Lua, usando conceitos simples de trigonome-
tria.
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Para inicio de conversa vamos lembrar que o tridngulo retangulo
possui um angulo reto, e os outros dois angulos somam 90°.

Os lados do tridngulo retangulo recebem nomes especiais, e es-
tes devem ser lembrados para poder resolver situacoes-problema
mais adiante.

Os lados que partem do vértice que forma o angulo de 90° sdo

chamados de catetos, o lado inclinado que liga os dois catetos

e que é oposto ao angulo de 90° é chamado de hipotenusa, que
também é o maior lado do tridangulo retangulo, conforme pode-
mos verificar na figura 32.

Cateto Hipotenusa

-

Cateto

O cateto do tridangulo retangulo pode ser oposto ou adjacente.
Vocé pode perguntar como saber qual é o oposto e qual é o adja-
cente, bem a primeira coisa é estabelecer o angulo a ser estuda-
do, pois os catetos serdao reconhecidos em relacdo a este angulo.

Oposto é o cateto que estd exatamente a frente do angulo, obser-
ve a figura 33.

]

Cateto oposto

Adjacente é o cateto que “toca” o angulo, que passa ao lado do
angulo, observe a figura 34.

Cateto adjacente




Agora que vocé ja conhece e reconhece um tridngulo retangulo,
vamos conversar sobre as relacdes que existem entre os elemen-
tos desse triangulo.

RELAGOES METRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

90°

O cateto pode ser oposto ou adjacente.

Oposto significa situado a frente, que esta em frente, entdo o
cateto oposto é o cateto que estd a frente do angulo estudado.

Cateto
oposto

90°

Mas e adjacente o que é isso?

A palavra adjacente significa, estd ao lado, junto de, entdo o cate-
to adjacente é aquele que estd ao lado do angulo estudado, que
toca o angulo. Como representado na figura 37.
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Cateto adjacente

Mas para que nomes tao dificeis de se guardar?

Por que esses nomes sao usados desde a antiguidade, e por ra-
zoes praticas nunca Foram mudados.

Mas ainda falta um lado do tridngulo retangulo. Este é o lado
mais pratico de se guardar, pois ele é o maior lado do triangulo
retangulo, também é o lado que liga os dois catetos e é o lado
inclinado do tridangulo, ele é a hipotenusa.

A palavra hipotenusa, também de origem grega, significa con-
trario a. Entao, fica bem facil de definir quem é a hipotenusa, é o
lado contrario ao angulo reto, oposto ao angulo reto.

Hipotenusa

Tl 90°

O triangulo retangulo possui um angulo reto de 90°, e dois angu-
los agudos, que sdo menores que 90°. Esses dois angulos agudos
somam 90°, por isso sao chamados de dngulos complementares.

As somas de todos os angulos internos do tridangulo é igual a 180°.

450
30°

90°

450 90°

_| 60°




Agora que vocé ja conhece cada elemento do triangulo, vamos
fazer uma padronizacao para facilitar o estudo. Chamaremos a
hipotenusa de lado a3, e os catetos de lados b e ¢, sendo o lado a
oposto ao angulo A (dngulos reto); o lado b oposto ao dngulo B e
o lado c oposto ao angulo C.




Ja

SEMELHANGA
DE TRIANGULOS

AN



NAO HA MAIOR JUSTICA PARA COM A VIDA QUE VIVER COM ETICA.
NAO AQUELA APRENDIDA NA ESCOLA. OU NA UNIVERSIDADE.

MAS SIM A ETICA DE DENTRO.

E SABER QUEM SOMOS, 0 QUE SOMOS, E ONDE VAMOS.

E IR ATRAS DOS SONHOS MAIS MALUCOS, SEM USAR PESSOAS NO
CAMINHO.

E SABER QUE TANTO AS SEMELHANGAS COMO AS DIFERENGAS QUE
NOS TORNAM ESPECIAIS.”

GEE
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CAPITULO 5

Semelhanca de
tridangulos

Figura 41 - Proporcoes
de tridangulos

Vocé ja conhece os tridngulos congruentes, mas existem outros
tipos de tridngulos que sdo bem interessantes também, sdo os
triangulos semelhantes. Mas o que tem de diferente entre os
triangulos congruentes e os triangulos semelhantes?

Bom, os triangulos congruentes, ja estudados, tém lados e an-
gulos correspondentes iguais, ja os tridangulos semelhantes pos-
suem angulos correspondentes iguais e os lados correspondentes
proporcionais. O que significa dizer que os lados correspondentes
Sao proporcionais?

Para que dois lados sejam proporcionais é necessario que a divi-
sdo entre eles seja sempre igual, ou seja, se pegarmos cada lado
de um triangulo e dividir suas medidas pelas medidas dos lados
correspondentes do outro triangulo, e o resultado for o mesmo,
dizemos que os lados sdo proporcionais, esse valor é chamado de
constante proporcional (K) ou constante de proporcionalidade,
observe a figura:

Observando a figura acima, perceba que ambos os triangulos
foram colocados de forma que seus angulos correspondentes fi-
cassem na mesma posicao, isso para que a visualizacdo dos lados
correspondentes fiqgue mais facil, vamos ver se os lados tem pro-
porcionalidade, para isso vamos dividir as medidas de seus lados
correspondentes:

4+6 +8=K
2 3 4
2=2=2=k

Como a divisao de seus lados correspondentes todas foram iguais
a 2, temos que os tridngulos sdo semelhantes com constante de
proporcionalidade igual a 2.

Portanto os lados sdo proporcionais, o que significa que o trian-
gulo AABC é duas vezes maior que o triangulo AEDF ou que o
triangulo AEDF é duas vezes menor que o triangulo AABC

Para mostrar que dois triangulos sdo semelhantes usa-se o simbo-



lo (~). AABC ~ AEDF (o triangulo AABC é semelhante ao triangulo CAPIiTULO 5
AEDF). Semelhanca de
triangulos

Observacao: Lados e angulos correspondentes também sdo cha-
mados de homodlogos.

Para que vocé perceba mais claramente se dois triangulos sdo ou
nao semelhantes, existe uma forma bem simples de anélise, que
sdo os casos de semelhanca de tridangulos, que sao:

1° Caso angulo angulo (AA)

/O\/Q\

Esse caso é o mais simples, pois se vocé observar dois triangulos
e perceber que ambos tenham dois angulos correspondentes
iguais, ja é o suficiente para que eles sejam semelhantes.

2° Caso lado lado lado (LLL)

/O\\ 10 20
12 24

Este caso é usado quando ndo se tem os valores dos angulos do
triangulo, entdo tem que se observar se os trés lados sao propor-
cionais, se isso acontecer, os triangulos sao semelhantes.

14
7
~ 45
12 24

Figura 42 - Semelhanca
angulo angulo

Figura 43 - Semelhanca
por lado lado lado

Figura 44 -semelhanca
por lado angulo lado
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CAPITULO 5

Semelhanca de
tridangulos

Figura 45 - semelhanca
por lado dngulo lado

3
75° 75°

3° caso lado angulo lado (LAL)

Se dois tridangulos tem lados correspondentes proporcionais e os
angulos entre eles forem iguais, estes triangulos serdo semelhantes.

Estes casos ajudam muito a reconhecer um tridngulos semelhan-
te, porém, o principal é vocé perceber que serdo semelhantes
quaisquer triangulos que tém angulos correspondentes iguais e
lados (homélogos) correspondentes proporcionais.

RELAGOES METRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

As relacoes sdo muito importantes em nossas vidas, precisamos
nos relacionar com outras pessoas, conviver com elas, nos sociali-
zar para poder viver de forma harmonica, as relagoes interpessoais
fazem parte de nossas vidas, manter relacoes nos faz dividir nossas
angustias e sucessos com outras pessoas e isso nos faz bem.

— -
o ®

T “Ta loveo hapaz77 O quee isso tem com Malemalics?””

Entdo, as relacoes também sdao mencionadas para mostrar que
existem conexodes entre dois ou mais elementos, é ai que entra a
relacdo em Matematica.

Quando se diz que existe uma relacao entre medidas, significa
que duas ou mais medidas estao conectadas entre si.

As relacoes métricas nos triangulos retangulos sao as relacoes
entre seus lados e outros lados do mesmo tridangulo, ou entre
angulos e lados.

No capitulo anterior vocé conheceu os lados do tridangulo retan-
gulo, relembrando, os dois lados que partem do vértice do angulo
de 90° sdo os catetos e o lado que liga esses dois catetos, que
estd oposto ao angulo de 90° é a hipotenusa, para que vocé en-
tenda as relacdes métricas, é preciso lembrar bem destes nomes,
observe a figura 46.



CAPITULO 5

Semelhanca de
triangulos
HIPOTENUSA

CATETO

B

CATETO Figura 46 - Tridngulo

Retangulo
A primeira relacao métrica e uma das mais importantes é a rela-

cdo que chamamos de Teorema de Pitdgoras.

Pitagoras foi um dos grandes filésofos e matematicos da Grécia
Antiga, e é dado a ele a deducao dessa relacao, existem varias
fontes de pesquisa sobre sua biografia, vale a pena vocé dar uma
pesquisada!

Mas o que é o Teorema de Pitagoras?

E a relacdo que diz que “A soma dos quadrados dos catetos é igual
ao quadrado da hipotenusa”.

Hip? = cat?+cat?

Chamando a hipotenusa de lado 3, e os catetos de lados b e c,
temos:

A?=b? +?

B

Figura 47 - Catetos e

. ~ . Hipotenusa
Uma outra curiosidade que vale a pena, essa relacao é chamada

de Teorema porque ela pode ser usada para resolver qualquer
triangulo retdngulo, e foi através deste teorema que os nimeros
irracionais Foram descobertos, quando foi calculada a hipotenusa
de um tridangulo de lado 1, chegou a V2, que foi o primeiro nime-
ro irracional conhecido.

O triangulo retangulo mais conhecido é o que possui catetos de
medidas iguais a 3 e 4 e hipotenusa igual a 5, também chamado
de terno pitagérico ou tridngulo pitagoérico, existem outros, mas
esse é o mais utilizado, porque varios triangulos sao multiplos
desse terno, e vocé percebendo isso nem sera necessario utilizar
o teorema para resolvé-lo, observe as figuras:

4
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8

Perceba que o a segunda figura, é exatamente o dobro do trian-
gulo inicial.

Agora tente resolver.

Um tridangulo tem catetos medindo 12 e 16, qual é a medida da
hipotenusa?

12




Resolucdo: Vocé pode perceber que as medidas dos catetos sdo CAPITULO 5

4 vezes maior que o tridngulo 3, 4, 5; entdo chega-se a conclusdo Semelhanca de
triangulos

que:

12=3x4

16=4x4

A hipotenusa serd 5 x 4 = 20.

E é possivel verificar esse resultado através do Teorema, observe:
A?=Db? + 2

A?=12% + 16% (lembre-se, um nidmero ao quadrado é igual a ele
vezes ele mesmo, 12 x 12 e 16 x 16)

A?2=144 + 256

A2=400

A =+400

A=20

Conferido, nesse caso vocé decide se usa o Teorema ou a pro-
porcionalidade do tridangulo pitagérico. Lembre-se que existem
varios caminhos para se chegar a mesma conclusao.

Continuando vocé pode perguntar: existe apenas essa relacao
métrica ou existem outras relacées no triangulo retangulo?

Sim, existem outras, mas para conhecé-las serd necessario obser-
var outro tridangulo retangulo, o que tenha tracado um segmento
que liga o vértice do angulo retangulo, que serd marcada com h,
e perpendicular (90°) a hipotenusa, esse segmento a dividird em
duas partes, m e n, observe a figura 50.

Figura 50 - Triangulo

3 + Retdngulo
Agora podemos, entdo, encontrar as seguintes relacoes:

1) hz2=m.n

2) b2=m.a

3)c2=a.n

4) b.c=a.h

Cada uma destas relacoes podem ser deduzidas e demonstradas,
mas nao é necessario decora-las, pois sempre que for necessario
utiliza-las para resolver algum tridngulo, basta observar os dados
que se tem e substitui-los na relacdao que melhor se adequa aos
dados obtidos.

43



)G

PONTOS NOTAVEIS
DE UM TRIANGULO




NOTE. ANOTE.

0 QUE FAZER, COMO FAZER, 0 QUE FALAR.

0 QUE VESTIR, 0 QUE TRAZER, 0 QUE LEVAR.
FALE SOBRE CLASSICOS, EVITE PALAVROES.
NAO SUBA NA MESA, NAQ CUSPA NO CHAO.

VIVA COMO UM REI, NAO OLHE PARA 0
HOMEM NO CHAO.

SAO TANTOS PONTOS NOTAVEIS PARA 0S QUAIS NAO HA
EXPLICAGAD.”




“O ser, o ter e o fazer sdo como tridngulo, no qual cada lado serve de apoio para os
demais. Ndo hd conflito entre eles”.

Shakti Gawain

Imagine que vocé esta passando por uma rua e vé trés edificios
idénticos, diferencia-los se torna bastante dificil, mas prestando
bastante atencao vocé percebe que cada um deles tem uma mar-
cacdo, um ponto ou algo que possa identifica-los, pode ser algo
pequeno, mas que faz total diferenca no momento de seu reco-
nhecimento, isso parece um exemplo bobo, mas o que veremos
agora é mais ou menos isso, os triangulos possuem alguns pontos
que sao diferenciados pelas suas linhas notaveis, essas linhas sdo
a altura, a bissetriz, a mediana e a mediatriz, todas sao segmen-
tos de retas, mas a forma como elas sdo encontradas fazem toda
a diferenca, os pontos dos encontros de cada uma dessas linhas
(encontro das alturas, das medianas, bissetrizes e mediatrizes)
sao chamados de pontos notdveis dos triangulos. Os pontos no-
taveis sdo muito importantes para o estudo dos tridangulos, sao
chamados notdveis porque estao presentes na caracterizacdo e
formacdo de todo e qualquer tridangulo. Tudo parece igual, mas
serd mesmo?

Para iniciar a nossa conversa temos que conhecer essas linhas e o
que significa o encontro delas dentro de um tridngulo, para cada
uma delas, teremos um ponto notdvel diferente, vamos iniciar
pela altura.

A altura é o segmento de reta que une um vértice ao lado oposto
a ele, este lado é chamado de reta suporte da altura, formando
um angulo de 90°. Cada vértice do tridangulo forma uma altura
com o lado oposto (suporte), entdo, um tridangulo possui trés seg-

A

B M C
mentos de reta que sdo as alturas. Em um tridngulo de vértices A,

B e C, tracando as alturas vocé percebera que elas serdo os seg-
mentos AM, BN e CO, onde AM é perpendicular a BC, BN é per-
pendicular a AC e CO é perpendicular a AB. Observe a figura 51.

Analisando a figura vocé pode observar que as trés alturas tém
em comum um ponto, que é onde as trés se interceptam (cruzam),
este ponto é o notdvel ortocentro, que na figura 52 é identificado
pelo ponto O.

A segunda linha notavel no triangulo é a bissetriz do triangulo.



A bissetrizé o segmento de reta que parte de um dos vértices do
triangulo ligando-o0 ao lado oposto a ele, este segmento divide o
angulo ao meio, ou seja, em duas partes iguais, observe a figura
com o triangulo ABC, o segmento AS é uma das bissetrizes do
triangulos.

Além da bissetriz AS o triangulo possui mais duas que sdo os seg-
mentos BT e CK, portanto, o tridngulo possui trés bissetrizes.

A
/\
S

Em um tridngulo quando sdo tracadas as trés bissetrizes, vocé
observard um ponto de encontro entre as trés, esse ponto é o

A
C
T
B S K




notavel incentro, representado pelo ponto I. Observe a figura 55.

A caracteristica mais importante do incentro é que ele é o cen-
tro de uma circunferéncia que fica dentro do tridangulo, com um
ponto tangenciando (tocando) cada um dos lados do triangulo,
dizemos que essa circunferéncia esta inscrita no triangulo.

A terceira linha é a mediana do triangulo.

A mediana é o segmento de reta que une um dos vértices do
triangulo ao ponto médio do lado oposto a esse vértice, entdo
podemos dizer que a mediana divide o lado do tridngulo em duas

partes iguais. No tridngulo ABC abaixo, o segmento de reta AM é
uma das medianas.




Como para cada vértice existe uma mediana, temos no tridangulo
ABC, os segmentos AM, BN e CP, as trés medianas do tridngulo.

B

A C
N

Na figura é possivel notar que as trés medianas se cruzam, nesse
ponto de encontro das medianas, temos o ponto notavel baricen-
tro, representado na figura pela letra G.

Nesse caso temos uma curiosidade, a letra G, vem de gravidade,
porque o baricentro é o centro de gravidade do tridngulo, mas
esse assunto serd mais aprofundado no estudo da Geometria
Analitica.

Agora, observe a figura 59 e note que a distancia entre o vértice e
o baricentro é igual a 2/3 da medida da mediana, e que a distancia
entre o baricentro e o lado do tridngulo é igual a 1/3 da medida
da mediana.




Continuando veremos agora a ultima linha que nos da o ultimo
ponto notdvel do triangulo. Vamos (!

A mediatrizde um tridngulo é a reta perpendicular (Forma um
angulo de 90°) ao ponto médio de um dos lados do tridangulo. O
que diferencia a mediatriz da mediana é que enquanto a mediana
é um segmento de reta, com inicio em um vértice e termino no
lado oposto a esse vértice, a mediatriz é uma reta que passa pelo
ponto médio do lado do tridngulo, as duas tem em comum dividir
o lado do triangulo em duas partes iguais.

O tridngulo ABC, tem a mediatriz passando pelo ponto M do lado
do tridangulo.

Como o tridangulo tem trés lados, para cada lado uma mediatriz.

O ponto de encontro das trés mediatrizes do triangulo é o ponto
notavel circuncentro.




O circuncentro esta a uma mesma distancia dos trés vértices do
triangulo, o que nos leva a perceber que este ponto é o centro de
uma circunferéncia que passa pelos trés vértices, ou seja, ela esta
circunscrita no triangulo, o tridangulo esta dentro dessa circunfe-
réncia.

Além das linhas estudadas, vale lembrar que toda linha que parte
de um vértice do tridangulo e une ao seu lado oposto ou prolonga-
mento é chamada de cevianas.

Os triangulos sdo figuras fantasticas, estdo em todos os lugares e
existem muitos e muitos estudos sobre eles, pois existem muitas
aplicacoes em vdrias areas, como na construcao civil, vocé pode
estar se perguntando onde estdo as demonstracoes, mas 0 nos-
so intuito é Focar nos conceitos praticos, sem as demonstracoes
rigorosas.




RELAGOES TRIGONOMETRICAS NO
TRIANGULO RETANGULO

Além das relacoes métricas estudadas no capitulo anterior, exis-
tem outras que sdo usadas quando serdo relacionadas as medidas
dos lados em relacdo ao angulo estudado, que serd chamado de
angulo de referéncia, essas relacbes podem ser representadas
pelas razoes seno, cosseno e tangente.

Mas o que sdo essas relacoes e para que servem?

Na antiguidade as razoes trigonométricas foram utilizadas para
calculos de distancias inacessiveis e até mesmo para calcular
distancias astronémicas, como a distancia da Terra até a Lua,

por exemplo, hoje utilizamos a trigonometria em varias setores
como na Engenharia, topografia, na mecanica e em muitas outras,
seu uso é importante para poder determinar distancias que sao
dificeis ou impossiveis de se obter diretamente, como distancias
sobre um rio ou mar, altura de uma montanha entre muitas
outras coisas, e isso se deve justamente porque ela nos permite
estabelecer relacoes entre os lados e os angulos de um triangulo
retangulo.

Vamos entdo conhecer essas razoes!

No capitulo anterior vocé viu o que é um triangulo retangulo e
seus elementos, vamos revisar observando a figura 65.

B
HIPOTENUSA
CATETO
A CATETO ¢

Observando a figura vemos os vértices A, B e C, que o angulo

de 90° estd em A, o segmento AB é um cateto, o segmento AC

€ o outro cateto e o segmento BC é a hipotenusa. Agora, vamos
pensar também nos dois angulos agudos do tridngulo e vamos
chama-los de a e 3, sendo a o angulo do vértice em B e 3 0 dngulo
de vértice C.

Vamos estudar trés razoes trigonométricas no tridngulo retangu-
lo, sdo elas:

Razao seno (sen): O seno de um angulo no triangulo retangulo
é arazao entre o cateto oposto ao angulo de referéncia e a
hipotenusa.



B

Para cada angulo agudo teremos uma razao seno. Observe:
Para o angulo a:

sen a = cateto oposto =¢
hipotenusa a

Para o angulo B:

sen 3 = cateto adjacente =b
hipotenusa a

Razao cosseno (cos): O cosseno de um angulo no triangulo re-
tangulo é a razdo entre o cateto adjacente e a hipotenusa

C B

Lembre-se que o cateto adjacente ao angulo de referéncia é
aquele que estd ao lado do angulo, observe a figura 68

Sempre ocorre uma duvida, a hipotenusa ndo pode ser o cateto
adjacente, ja que ela também estd do lado do angulo?

A resposta é ndo, vocé deve lembrar que catetos sempre partem
do vértice do angulo de 90° e a hipotenusa é o lado oposto ao
angulo de 90°.

Para cada angulo agudo teremos uma razao cosseno. Observe:
Para o angulo a:

cos a = cateto adjacente =b
hipotenusa a




Para o angulo B:

cos B = cateto adjascente = ¢
hipotenusa a

Vocé percebeu que existe uma relacdo bem importante entre as
razoes seno e cosseno?

Nao?

Entdo observe com atencdo e perceberd que o seno de um angulo
é o cosseno do seu complementar.

sena=c=cos 3 =c, pode-se dizer que sena=cos
a

[2))

sen 3 =c=cosa=c, pode-se dizer que sen 3 =cos a
a a

Essa relacdo sera bem importante na resolucdo de algumas situa-
coes envolvendo o tridngulo retangulo.

Raz3do tangente (tan): A razdo tangente é a razao entre o ca-
teto oposto ao angulo de referéncia e o cateto adjacente ao
angulo de referéncia.

Lembre-se que o cateto oposto ao angulo de referéncia é aquele
que estd diretamente a frente do angulo, observe a figura 67.

Para cada angulo agudo teremos uma razao seno. Observe:
Para o angulo a:

tana= cateto oposto
cateto adjacente

tana=c
b

Para o angulo B:

tan = cateto oposto
cateto adjacente

tanB=b
C

No caso das tangentes também encontramos uma relacdo bas-
tante importante;

A tangente de um angulo serd sempre igual a razao entre o seno
e o cosseno deste mesmo angulo, observe:

tan a = sena que fica tan a =c/a,
cosa b/a

resolvendo a divisdo de fracoes, encontramos:

tana=c

0 mesmo ocorre com a tangente de B.



Angulos notaveis

Vocé percebeu que em todos os casos de razoes trigonométricas,
as relacoes eram entre angulos e lados, existe uma tabela, bem
grande por sinal, que é a tabela trigonométrica, nela serad encon-
trado todos os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos
de 0° a 90°, mas normalmente em resolucoes de situacdes-pro-
blema que envolvem as razoes trigonométricas no triangulo
retangulo alguns angulos aparecem com mais frequéncia, estes
angulos sdo chamados de angulos notaveis e sdo os angulos de
30°, 45° e 60°, seus valores sao tao usados que acabam sendo
memorizados, mas ndo se preocupe, tabelas existem para serem
consultadas, a memorizacdo acontece, mas ndo é necessdria.

Abaixo a tabela com os valores dos senos, cossenos e tangentes
dos angulos notaveis.

---
2
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A SIMETRIA DOCE E PERFEITA COMO A DE UM DEUS,

AFINAL, COMO SE PODE ATRIBUIR ALGO ASSIM A UMA FORMA TAD
SINGELA?

APESAR DE TODA A SIMPLICIDADE,
NO QUE NOS PASSA MAIS TRANQUILIDADE,
QUE A SOLIDEZ DE UM QUADRADOQ?”
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Quadrilateros

Figura 70 -
Quadrilateros no dia-
a-dia.

CONCEITOS E ELEMENTOS

Apos termos conversado bastante sobre os tridngulos e suas
caracteristicas, agora é a vez dos quadrildteros, mas o que sdo
quadrilateros?

Passeando pelas ruas, e observando as fachadas dos edificios, as
quadras de ténis, futebol, vblei, a forma da estrutura de telhados,
€ mesmo em Nossas casas, a forma das paredes, da maioria dos
tampos das mesas e assentos de cadeiras, o que vocé pode perce-
ber de comum em tudo isso?

Nao serd tdo dificil perceber que todos tem em comum a sua for-
ma, que possui 4 lados, a maior parte das estruturas que conhece-
mos sdo assim, e elas sdo chamadas de quadrildteros. Observe as
figuras:
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Mas o que sdo esses tais quadrilateros? CAPITULO 7

uadrildteros
Lembra do plano do primeiro capitulo? Entdo, pegando aquela R

folha de papel e marcando 4 pontos distintos (diferentes) com
trés deles ndo colineares A, B, C e D, ligando esses pontos, tere-
mos 4 segmentos de reta, os segmentos AB, BC, CD e AD, esses
segmentos formam o quadrildtero no plano, entdo podemos
definir o quadrildtero como a figura formada por 4 pontos A, B, Ce
D, pelos vértices formados por eles e pelos segmentos (lados)que os

unem, observe a figura 70.
Figura 71 - Vérios

Perceba que todos os quadrildteros possuem: quadrilsteros de
- S — F diferentes.
* 4 segmentos de reta que sao os lados: AB, BC, CD e AD. ormas CITerentes
» 4 vértices: A, B, CeD.
~ N JAY A A
* 4 angulos: ABC, BCD, CDA e BAD.

« 2 diagonais: AC e BD ( as diagonais sdo os segmentos de reta
que ligam dois vértices opostos).

A AB B
BAD ABC
Ac 15\Y)
AD BC

CDA BCD Figura 72 -
Identificando cada
elemento.

D CcD C

Os quadrilateros possuem lados consecutivos e lados opostos,
observando a figura 73, é possivel perceber que os lados consecu-
tivos sao os dois lados que partem de cada um dos vértices, por
exemplo a partir do vértice A partem os lados de segmento AD e
AB, entdo, esses sao lados consecutivos, ja os lados opostos sao os
lados que estdo um exatamente em frente ao outro, por exemplo
os lados de segmento AD e BC sdo opostos.
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CAPITULO 7
Quadrilateros

Figura 73 -
Quadrilateros
demonstrando os
lados consecutivos
e opostos.
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Lados consecutivos Lados opostos

A AB B A AB B
AD BC AD BC

D cD C D CD C

QUADRILATEROS NOTAVEIS —
CLASSIFICAGAO

Agora que vocé ja conheceu os quadrilateros podemos continuar
nossa conversa discutindo algumas caracteristicas destas figu-
ras, alguns quadrildteros sdo chamados de notdveis, porque eles
possuem algumas propriedades (caracteristicas) bastante parti-
culares, sdo eles, os trapézios, os paralelogramos, os retangulos,
os losangos e os quadrados. Os notaveis podem ser classificados
em duas “familias”, a fFamilia dos paralelogramo e a familia dos
trapézios.

Os pertencentes de uma familia, sdo aqueles quadrilateros que
possuem caracteristicas iguais, os pertencentes a familia dos
paralelogramos, sao os quadrildteros que possuem quatro la-
dos paralelos dois a dois, ou podemos dizer também que sdo os
quadrilateros que possuem lados opostos paralelos, o que da na
mesma situacao.

Os paralelogramos sao os retangulos, os quadrados, os losangos
e os préprios paralelogramos, por esse motivo podemos dizer
que todo quadrado, todo retangulo e todo losango também sao
paralelogramos, porém pequenas caracteristicas os diferenciam,
vamos ver essas caracteristicas. Vamos comecar pelo préprio
paralelogramo, além da propriedade ja falada anteriormente, que
eles possuem quatro lados paralelos dois a dois, ainda podemos
dizer que, os lados opostos tem mesma medida (congruentes), as
diagonais se cortam exatamente nos seus pontos médios, ou seja,
exatamente na metade delas, o paralelogramo possui um par de
lados paralelos “inclinados” portanto possui dois angulos agudos
opostos e iguais e dois angulos obtusos opostos e iguais (dngulos
opostos sdo congruentes).



Observe a figura 75. O segundo membro da familia dos paralelo-
gramos é o retdngulo, além das caracteristicas dos paralelogra-
mos, vale também dizer que eles possuem os 4 angulos retos e
suas diagonais tém a mesma medida (sdo congruentes).

O losango é todo paralelogramo que possui os lados adjacentes
iguais (congruentes), e além das propriedades dos paralelogra-
mos, temos também que em todo losango as suas diagonais sao
perpendiculares (fFormam angulos de 90°) e estdo nas bissetrizes
de seus angulos internos, lembrando que as bissetrizes sdo as
retas que dividem um angulo em duas partes iguais. No losango,
teremos dois angulos opostos agudos e os outros dois obtusos.
Observe a figura 76.

CAPIiTULO 7
Quadrilateros

Figura 74 -

Paralelogramo.

Figura 75 - Retangulo.

Figura 76 - Losango.
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Quadrilateros

Figura 77 - Quadrado.
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Figura 78 - Esquema
dos quadrilateros.

E por ultimo veremos o quadrado, o quadrado é quadrildtero mais
interessante, pois ele é retangulo e losango ao mesmo tempo. No
quadrado valem todas as propriedades do retangulo e todas as
propriedades do losango.

-] [

Normalmente dizemos que o quadrado é o retangulo que possui
todos os lados iguais, entdo vale lembrar que todo quadrado é
retdangulo, mas nem todo retdngulo é quadrado, pois para ser qua-
drado os 4 lados tem que ter a mesma medida.

Vale também dizer que todo quadrado é losango, mas nem todo
losango é quadrado, pois para ser quadrado é necessdrio que 0s 4
dngulos internos sejam iguais a 90°.

No esquema abaixo vocé terd um resumo deste conceito:

Paralelogramos

Retdngulos Quadrados Losangos

Agora vamos estudar a “familia” dos trapézios, esse quadrilatero
tem caracteristicas bem particulares, eles possuem dois lados
paralelos, e dois lados chamados transversais ou transversos (sao
lados inclinados), observe a Figura 78, temos o trapézio ABCD,
com os segmentos AB, BC, CD e AD; pela figura vocé percebe que
os lados de segmentos AB e CD sao paralelos, ou seja, todos os
seus pontos tem a mesma distancia entre si, esses dois lados sao
chamados de bases do trapézio, o segmento AB, é a base menor e



o segmento CD é a base maior do trapézio. Os lados de segmentos CAPiTULO 7
AD e BC sdo os lados transversos (inclinados). Em um trapézio os Quadrilateros
angulos internos formados por um lado transverso quando cruza
com os lados paralelos, sdo suplementares, ou seja, somam 180°.

Figura 79 - Trapézio.

Os trapézios podem ser isdsceles, retdangulos ou escalenos.

Os isosceles sao trapézios que possuem os lados transversos
iguais e os angulos Formados entre os lados transversos e uma

das bases também sdo iguais (congruentes).
B
X Figura 80 - Trapézio
isésceles.
C

Ja os trapézios retdngulos sao aqueles que possuem dois angulos
retos, ou seja um dos lados transversos é perpendicular as bases.

B
_| \ Figura 81 - Trapézio
C retangulo.
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Figura 82 - Trapézio
escaleno.

Figura 83 - Trapézio
com a base média.

E por fim temos o trapézio escaleno, que é o trapézio que possui
todos os lados desiguais, ou seja, os lados nao paralelos possuem
medidas diferentes.

Os trapézios possuem algumas linhas notaveis comuns a todos
eles, as diagonais do trapézio sdo os segmentos de reta que ligam
dois vértices opostos, ele possui duas diagonais. A alturado
trapézio é o segmento de reta perpendicular as bases e que fica
entre elas.

BASE MEDIA DO TRAPEZIO

Uma das caracteristicas mais importantes do trapézio é a Base
Média, essa base média é o segmento que une os pontos médios
dos lados transversos do trapézio e é paralelo as suas bases.
Dizemos que a base média dos trapézios é igual a semi-soma de
suas bases.

A semi-soma é a soma das medidas da base menor e da base
maior dividida por 2. Fazendo esse calculo é possivel encontrar

a medida do segmento que liga os pontos médios. Para o célculo
fazemos o seguinte: Em um trapézio ABCD, onde AB e CD sao

as bases.

O segmento MN é a base média
A b' B

<
pd




CAPIiTULO 7
D C Quadrilateros

Figura 84 - Diagonais
A B do Trapézio

base menor b’

altura (h)

Figura 85 - altura do
base maiorb Trapézio

Uma aplicacdo bem interessante da base média é o célculo das
medidas dos degraus de uma escada.

Figura 86 - Escada.
Além dos paralelogramos e dos trapézios ainda existe uma tercei-
ra “Familia” de quadrilateros, que sdao aqueles que nao possuem
paralelismos entre seus lados.

RV,

Com isso vimos que os quadrildteros sdo bastante importantes
na nossa vida cotidiana, muitos dos objetos que utilizamos, e na
grande maioria das construcoes as formas mais utilizadas sao
eles, os quadrilateros.

Figura 87 -
Quadrilateros
quaisquer.
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AS FORMAS MAIS FANTASTICAS
SAO AQUELAS FLEXIVEIS,
QUE NOS FAZEM IMAGINAR E ACREDITAR _

QUE NAQ HA COISAS NENHUMAS QUE SEJAM
IMPOSSIVEIS.”




DEFINICAO E ELEMENTOS

Apods termos conversado bastante sobre os tridngulos e quadrila-
teros, vamos ver agora o que sdo os poligonos. Sé por curiosida-
de, a palavra poligono vem da juncao de duas palavras gregas e
significa poli = muitos e gonos = angulos, entao poligonos signifi-
ca muitos angulos. Vamos |3 entdo?

Por definicdo quando, em um plano, temos uma sequéncia de
trés ou mais pontos, consecutivos e ndo colineares, a reunido dos
segmentos de reta consecutivos formados por esses pontos é um
poligono. De forma mais pratica podemos dizer que um poligono
é uma figura fechada formada apenas por segmentos de reta.

Aa

(A) (B)

Nao existem poligonos de um ou dois lados, o menor poligono
tem 3 lados, que é 0 nosso conhecido tridangulo.

Os poligonos sdo caracterizados pelos seguintes elementos:
dngulos, vértices, diagonais e lados. O nimero de vértices de um
poligono é igual ao nimero de lados e angulos deste poligono.

Se pegarmos um poligono qualquer ABCDEF (Figura), os pontos
A, B, C, DE e F sdo os vértices do poligono, os segmentos AB, BC,
CD, DE, EF e AF sdo os lados do poligono, o encontro dos segmen-
tosﬁeB_C,B_Ceﬁ,C_Deﬁ,ﬁeﬁ:,ﬁeA_F,ﬁeﬁs/é\o os
éngulo.g\do poligono, os angulos sao representados por ABC, BCD,

A N N
CDE, DEF, EFA e FAB.
A




A diagonal do poligono é o segmento de reta que tem como ex-
tremidades dois vértices ndo consecutivos do poligono, na figura
o poligono ABCD, tem como diagonais os segmentos AC e BD.

E

A B

Existe uma forma bem simples de calcular o nimero de diagonais
de um poligono, basta multiplicar o nimero de lados do poligono
pelo nimero de lados menos 3, e o resultado dividir por 2, mate-
maticamente fica assim:

d=n. (2n-3)

Onde dé o nimero de diagonais e n é o nimero de lados do po-
ligono. Vale lembrar que o tridangulo é o Gnico poligono que nao
possui diagonais.

Em relacdo a sua forma, os poligonos podem ser convexos e
nao-convexos (concavos), para facilitar o entendimento, observe
que abaixo estdo duas figuras representando dois poligonos de 5
lados, o poligono ABCDE e o poligono FGHIJ.

B C G

Existe uma forma bem pratica de identificar qual é o poligono
convexo e qual é o poligono concavo, basta desenhar uma reta
nesse poligono e verificar, se essa reta cruzar no maximo em dois
pontos do poligono ele serd convexo, se essa reta cruzar em mais
de dois pontos do poligono ele serd céncavo. Observe a figura 89.




(A) (B) !

C G
B

O interior de um poligono é chamado de superficie poligonal.

Apesar de os poligonos serem convexos ou concavos, 0 N0SSO
estudo serd baseado apenas nos poligonos convexos.

Como tudo que existe possui nome, os poligonos ndao poderiam
ser diferentes, eles recebem nomes de acordo com a quantidade
de lados que possuem, ndo se assuste com os nomes, pois esses
nomes sao formados pelos prefixos gregos ou latinos dos nomes
dos nimeros seguidos por gonos, por exemplo 5 é penta, o po-
ligono de 5 lados é o pentagono. Na tabela abaixo estdo os no-
mes dos poligonos mais conhecidos. Lembre-se que é importante
lembrar dos nomes dos poligonos, mas ndo é necessario decora-
-los, conforme o uso vocé vai guardando os nomes naturalmente,
mas se esquecer, recorra a tabela.

3 LADOS
Tridngulo

20 LADOS
Icosdgono

Existem poligonos com centenas de lados, é muito interessante
perceber que quantos mais lados, mais parecidos com uma circun-
feréncia os poligonos serao.



POLIGONOS REGULARES

Ja vimos que os poligonos podem ser convexos e cOncavos, co-
nhecemos elementos e seus nomes, agora vamos discutir o que
sdo os poligonos regulares e os irregulares, este caso também é
bastante facil, porque para ser regular o poligono tem que ter to-
dos os seus lados congruentes, ou seja, todos os lados devem ter
a mesma medida, eles tém que ser iguais, qualquer outro poligo-
no que nao tenha os lados iguais, sao irregulares.

O poligono regular pode ser chamado de equildtero, por exemplo
o triangulo com os lados iguais sao tridangulos equilateros, o qua-
drado possui todos os lados iguais, entdo ele é um quadrilatero
equilatero.

a

O poligono que possui todos os angulos iguais sdo chamados
de equiangulo, o triangulo equildtero, o quadrado e o hexagono
regular, sdo exemplos de poligonos equidangulos.
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ANGULOS INTERNOS E ANGULOS
EXTERNOS (POLIGONO CONVEX0)

Todo poligono possui angulos, como ja estudado anteriormente,
esses angulos podem ser internos (dentro) ao poligono e também
podem ser externos (fora) do poligono.

Agora vamos conversar e compreender como se faz para encon-
trar a soma dos angulos internos de um poligono convexo qual-
quer, é importante saber que quantos mais lados tém o poligono,
maior serd a soma dos angulos internos e essa soma vai depender
das diagonais que partem de um mesmo vértice do poligono.

Vamos iniciar essa conversa com o calculo da soma dos angulos
internos de um tridangulo, mas como o triangulo nao tem diago-
nal, vamos imaginar um quadrilatero, lembrando que usaremos
apenas as diagonais que partem de um mesmo vértice do poligo-
no. Observe o retangulo ABCD a seguir:



-] [-]

B D

Tracando a diagonal que parte do vértice A, encontramos o seg-
mento de reta AC, que é a diagonal, perceba que essa diagonal
divide o retangulo em dois tridngulos iguais, como o retangulo
possui 4 angulos retos (90°), a soma dos angulos internos dele é
de 4x90° = 360°, como ele foi dividido em dois triangulos, che-
gamos a conclusao de que cada tridngulo tem a soma dos angu-
los internos igual a metade da soma dos quadrildteros, ou seja
360°/2 = 180°.

Com isso temos que a soma dos angulos internos de qualquer tri-
angulo é igual a 180° e a soma dos angulos internos de qualquer
quadrilatero é igual a 360°.

A D D
H] 30° H] L]
60° 60°
60°
0° n | m 0°
B C B @ B C
Diagonal 4 x90°=360° 30° + 60° +90°= 180°

Continuando com esse pensamento se tracarmos as diagonais

de um pentagono regular que se origina de um mesmo vértice
veremos que o pentagono sera divido em 3 tridngulos, como cada
triangulo tem a soma dos angulos internos igual a 180°, e no pen-
tdgono temos 3 tridngulos, teremos 3x180 = 540°.




No hexdgono regular se fizermos o mesmo processo, encontrare-
mos 4 tridngulos, entdo 4x180° = 720°, e assim sucessivamente.

Agora, observe atentamente o processo ocorrido nas figuras
estudadas:

Tridngulo, 3 lados - 1 triangulo, 1x180° = 180°
Quadriladtero, 4 lados - 2 triangulos, 2x180° = 360°
Pentdgono, 5 lados - 3 tridngulos, 3 x 180° = 540°
Hexagono, 6 lados — 4 triangulos, 4 x 180° = 720°

Vocé consegue perceber que a quantidade de tridngulos forma-
dos pelas diagonais é sempre igual ao nimero de lados do po-
ligono menos 2. E para calcular a soma dos angulos internos do
poligono basta multiplicar essa diferenca por 180°. Com isso po-
demos escrever um modelo matematico para calcular a soma dos
angulos internos de qualquer poligono convexo regular, que é:

S(ai)=(n-2).180°

Onde S(aj) é a soma dos angulos internos do poligono e (ai) é o
namero de lados do poligono.

Se caso vocé tem a soma dos angulos internos do poligono e
precisa encontrar o valor de cada angulo, basta dividir a soma dos
angulos internos pelo nimero de lados do poligono.

ai = S(ai)
n

E possivel, também, utilizar a férmula da soma dos angulos inter-
nos do poligono para calcular o nimero de lados dele, paraisso é
necessario que se tenha a soma dos angulos internos.

E como se calcula a soma dos angulos externos de um poligono
convexo regular?

A primeira coisa que tem que se saber é que a soma dos angulos ex-
ternos, ndo é a soma de tudo que estd fora do poligono, para essa
soma é necessario que se faca um prolongamento de cada lado do



poligono, s6 assim conseguimos visualizar os angulos externos.

Observando a figura vocé verd que para cada angulo interno
existe um externo, e que os dois juntos formam um angulo raso
(180°), ou seja eles sdao suplementares, por isso para qualquer que
seja o poligono, independentemente do nimero de lados.

A soma de seus dngulos externos serd sempre igual a 360°.

Observe o hexagono abaixo, como ele é regular cada angulo in-
terno mede 1209, o seu suplementar é igual a 60°, este é o angulo
externo, como o hexdgono tem 6 lados e 6 angulos iguais, multi-
plicamos os 60° por 6, 0 que nos da 360°.

S3o muitos os conceitos, mas ndo se preocupe, com o estudo e a
pratica, rapidinho tudo estara fixado.
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QUAL A RAZAO DO CEU E A TERRA?
QUAL A RAZAO PARA SABERMOS COMO VIVEMOS E MORREMOS?

EM UM MUNDO SEM RAZOES, EXPLICAGOES ONDE SE
ENCONTRAM?

TAO SOMENTE NAS FORMAS MAIS COMPLEXAS E QUE SIMPLES
RAZOES NATURALMENTE APARECEM.”
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CAPITULO 9

Areas de poligonos e
razao entre areas

Figura 104 - Retangulo
com a marcacao do
comprimento e da
largura.
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Um dos assuntos mais importantes da Geometria plana, é o es-
tudo das areas dos poligonos. Em praticamente todo o ramo da
construcao civil, da Engenharia, da producao de papel, de pisos e
revestimentos, tintas, e muitas outras coisas, o estudo da area é
utilizado. Por exemplo, na construcao civil, precisamos dos cal-
culos das areas para saber a quantidade de tijolos que devem ser
comprados para a construcao de uma parede, para isso o enge-
nheiro precisa saber quantos tijolos cabem em um metro quadra-
do (um quadrado de 1 metro de lado), e a quantidade de metros
quadrados da parede, com esses dados ele multiplica o nimero
de tijolos por metro quadrado pela quantidade de metros qua-
drados da parede para saber quantos tijolos serdo necessarios,
esse calculo vai acontecer em muitas outras situacoes, outros
exemplos praticos do calculo da area é como saber qual a quan-
tidade de tinta necessaria para pintar uma parede, a quantidade
de telhas para cobrir o telhado, a quantidade de pisos necessarios
para cobrir a superficie de uma sala entre outras centenas de
situacoes.

Quando se fala em calculos das areas dos poligonos, logo se lem-
bra das tantas férmulas necessdarias e isso assusta muita gente,
mas como ja foi dito em capitulos anteriores, o uso de férmulas
nem sempre sdo necessarios, desde que vocé entenda como um
calculo é feito.

Vamos ver isso!

Em toda figura plana poligonal, vamos ter em comum o compri-
mento e a largura, pois essas figuras sdo bidimensionais, que

tem apenas duas dimensoes, com a multiplicacdao dessas duas
medidas, teremos a drea do poligono, basicamente o estudo das
areas depende desse conceito, a drea de um poligono é dada pelo
comprimento multiplicado pela largura do poligono, com peque-
nas variacoes, porque em alguns casos, teremos que fazer uma
divisdo por 2, mas isso veremos mais adiante.




PERIMETRO DE UM POLIGONO fres d polgonon

razao entre areas

Antes de iniciar nossa conversa sobre areas, é preciso lembrar-se
de outro conceito, o perimetro, que as vezes causa confusdo. O
perimetro de uma figura é a medida de seu contorno, no estudo
dos poligonos podemos dizer que o perimetro é soma das medi-
das de todos os lados da figura. Vamos ver um exemplo bastante
facil de entender, imagine que vocé precise comprar madeira para
fazer os rodapés da sua sala, vocé precisara medir o comprimen-
to de cada parede da sala e depois somar todas essas medidas
para encontrar o total de madeira que vai comprar, nesse caso
vocé calculou o perimetro da sala, o contorno dela, o perimetro é
linear, tem apenas uma medida, o comprimento, observe o penta-
gono abaixo.

Figura 105 - Pentagono
regular.
Como o pentdgono regular tem todos os lados iguais, para calcu-

lar seu perimetro basta multiplicar 5 pela medida do lado, imagi-
ne que a medida de cada lado seja 6 cm, temos:
P = 5.6, entao o perimetro serd 30cm.

Figura 106 - Pentagono
de 6cm de lado.
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Areas de poligonos e
razao entre areas

Figura 107 - Poligono
com lados de medidas
3,4,5,3,6e2cm.

Figura 108 - Alguns
poligonos com sua
parte interna pintada,
mostrando a superficie
poligonal.

80

O mesmo ocorre com poligonos irregulares, basta somar as medi-
das de cada um dos lados. Observe a figura abaixo.

Para calcular seu perimetro basta encontrar a soma das medidas
dos lados:

P=3+4+5+3+6+2
P=23cm

Bom, sabendo o que é o perimetro, podemos voltar ao estudo
das areas.

AREAS DOS POLIGONOS

A drea é a superficie poligonal, ou seja, a parte interna do poligo-
no, o que esta limitado pelas linhas poligonais.

O\

Vamos ver agora como se faz para calcular a area dos poligonos.



Vamos imaginar que em uma superficie poligonal existam varios CAPITULO 9
quadradinhos, o nosso calculo tem como objetivo encontrar a Areas de poligonos e
quantidade de quadradinhos que existem nessa superficie. Ob- razao entre areas
serve o retangulo na Figura 108.

Figura 109 - Retangulo
quadriculado.
A primeira coisa que podemos fazer é contar a quantidade de

quadradinhos que estdo dentro do retangulo, com essa contagem
encontraremos a area, mas na grande maioria das vezes esses
quadradinhos nao serdo apresentados, entao, contar nio resolve
o problema, mas existe uma forma muito pratica de fazer esse
calculo, no retangulo quadriculado abaixo (figura 107), temos que
no seu comprimento existem 6 quadradinhos e na sua largura,
existem 3 quadradinhos, na figura é possivel perceber que exis-
tem 3 fileiras de 6 quadradinhos, contando cada uma teremos 6

+ 6 + 6, 0 que nos da 18 quadradinhos, esta é a drea desse retan-
gulo. Lembrando que para o cdlculo da area basta multiplicar o
comprimento pela largura da figura, podemos dizer que a area do
retangulo é igual a 6.3 = 18 quadradinhos.

A unidade de medida da area serd a unidade de medida do lado
da figura elevada ao quadrado, se a unidade de medida do lado
do poligono for o metro (m), a unidade de medida da drea serd o
metro quadrado (m?).

Vamos chamar o comprimento do poligono de base(b) e a largura

chamaremos de altura(h). Figura 110 - Retangulo
normal e um retangulo

quadriculado.
m

m
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Areas de poligonos e
razao entre areas

Figura 111 - Retangulo
e paralelogramo

Figura 112 - Quadrado
com a indicacdo
do lado L.
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AREA DO RETANGULO E
DO PARALELOGRAMO

Vimos no capitulo dos quadrilateros que todo quadrado e retan-
gulo também sao paralelogramos, e por isso a forma como se
calcula a drea de todos eles é mesma, ou seja, multiplicando sua
base pela sua altura, observe:

Para se calcular a drea do retdngulo e paralelogramo, multiplica-
mos a base pela altura A=b.h

A=b.h

AREA DO QUADRADO

Como o quadrado tem os quatro lados iguais, a base e a altura
tém a mesma medida, por isso sdo chamadas de lado (L)".

A=b.h
A=L.L
A=1?



1 CAPITULO 9

AREA DU LUSANGD Areas de poligonos e
razao entre areas

O losango também é um paralelogramo, mas ele ndo tem base e

nem altura, mas se pegarmos a diagonal maior do losango (D) e

multiplicar pela diagonal menor (d), encontraremos a area de um

paralelogramo que terd o dobro da area do losango, observe a
figura 110.

Figura 113 - Losango
com diagonal maior (D)
e a menor (d).

Na Figura é possivel observar que as linhas pontilhadas do para-
lelogramo fFormam 4 triangulos idénticos aos 4 triangulos que
formam o losango, por isso precisamos dividir o resultado da
multiplicacdo das diagonais por 2, para termos a drea de apenas
um losango.

Resumindo, a drea do losango é o produto das diagonais dividido
por 2.

AREA DO TRIANGULO

O calculo da area do tridangulo também é bem interessante, va-
mos lembrar que quando um quadrilatero é dividido por uma de
suas diagonais sdao formados dois triangulos.

Figura 114 -
Quadrilatero divido
em dois triangulos por
uma diagonal.
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{ZAPiTULO 9 Se esse quadrildtero for um paralelogramo, os dois tridangulos

grfgggstfg’g?::s“ = formados serdo iguais, e as suas areas também serdo iguais, por
isso, para calcular a drea de um triangulo podemos calcular a area
do paralelogramo e dividir por 2.

A D d

h h
Figura 115 -
Demonstracdo de que
a areado triangulo é
igual a metade da area

do paralelogramo. B b C B b C

Temos entdo que a area do tridngulo pode ser dada por:

AREA DO TRAPEZIO

O trapézio ndo é paralelogramo, mas a forma de calcular a area
nao mudara, serd a base multiplicada pela altura, mas o trapézio
tem pelo menos um lado inclinado, por isso precisamos encontrar
uma forma de “transformar” esse trapézio em paralelogramo. Para
resolver isso vamos pegar dois trapézios retangulos idénticos.

Figura 116 - Dois
trapézios retangulos
idénticos.

Vamos pegar esses dois trapézios e encaixa-los pelos seus lados
inclinados, conforme a figura 117.



CAPITULO 9

Areas de poligonos e
razao entre areas

Figura 117 -Trapézios
idénticos encaixados

Observe que o trapézio tem duas bases, uma maior e outra me-
nor, quando os dois sdo encaixados, forma-se um paralelogramo,
e o comprimento do paralelogramo é a soma da base maior com a
base menor do trapézio, com isso temos que a base sera (B+ b).

O calculo da drea é A = b.h, substituindo b por (B + b), fica A= (B
+ b).h, mas com esse calculo teremos as areas dos dois trapézios
usados, para termos somente a drea de um trapézio dividimos
essa area por 2.

Assim:

Com esses conceitos vocé ja terd uma boa base para resolver mui-
tos problemas envolvendo areas de figuras poligonais, agora é sé
treinar bastante!

AREA DE UM POLIGONO REGULAR

Poligono regular é todo poligono que possui lados congruentes
(iguais) e angulos internos também congruentes.

ARG
e

Figura 118 -Poligonos
regulares
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Figura 119 - Poligono
de novos lados dividido
em nove tridangulos
isdsceles

Figura 120 - Apétema a
de um poligono regular
de 6 lados

Quando ligamos o centro do poligono a cada um de seus vértices,
encontramos um numero de tridngulos igual ao nimero de lados
do poligono, todos esses triangulos serdo isosceles.

F E

A

Vamos observar que todos esses triangulos sdo iguais, se tracar-
mos a altura desse triangulo, ligando o vértice, que é o ponto do
centro do poligono, ao ponto médio da base do triangulo, verifica-
mos que esse segmento de reta é também é a bissetriz do triangu-
lo, como esse tridngulo é parte do poligono esse segmento de reta
é conhecido como apotema do poligono.




Mas por que foi apresentado esse segmento? CAPITULO 9

, , . , , ) Areas de poligonos e
Porque ele serd necessario para o calculo da area um de poligono raz3o entre areas

regular qualquer.

Para calcular a drea de um poligono regular de n lados, basta
multiplicar o semiperimetro desse poligono pelo seu apétema,

ou simplesmente multiplicar o perimetro pelo apétema e dividir o
resultado por 2.

Semiperimetro é o perimetro do poligono dividido por 2.

Onde: A é a area, P é o perimetro e a é a apétema

RAZAO ENTRE AREAS DE FIGURAS
SEMELHANTES

Ja vimos em capitulos anteriores o que sdo triangulos semelhan-
tes, agora veremos o que sao poligonos semelhantes, nao fique
preocupado, porque o conceito é o mesmo dos tridngulos, poligo-
nos semelhantes sdo aquelas que possuem angulos corresponden-
tes iguais (congruentes) e lados correspondentes proporcionais.

D
B C E F
(A)
G L
A F
H K
B E
Figura 121 - (A) Par de
D triangulos semelhantes
| J

e (B) par de hexagonos
semelhantes

(B)
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Figura 122 - Hexagonos
regulares

Figura 123 -
Semelhanca de
triangulos.

88

Observando as figuras acima percebemos que existe uma razao
de semelhanca, essa razao é o resultado da divisdo entre as me-
didas de um lado da primeira figura pelo lado correspondente da
segunda figura. Observe os hexdgonos regulares da figura 12, o
primeiro tem lado medindo 1 cm e o sequndo tem lado medindo
2 cm, dividindo o primeiro pelo segundo, teremos 0,5; que é a
razdo de semelhanca entre os dois hexagonos.

Podemos dizer que para calcular a razdo de semelhanca entre
duas figuras semelhantes basta dividir o lado da primeira pelo
lado correspondente da segunda, vamos chamar a constante de
proporcionalidade de K.

Agora vamos verificar o que acontece com as areas de duas figu-
ras semelhantes.

Vamos tomar como exemplo dois tridangulos retangulos seme-
lhantes, um de base 2cm e altura 4cm, e outro semelhante a ele
de base 4cm e altura 8cm.

Vamos calcular a razdo de semelhanca entre eles:



Agora vamos calcular as areas de cada um dos triangulos:

Para calcular a razao entre as areas utilizaremos o mesmo proces-
so para o calculo da razdo de semelhanca das figuras, faremos a
divisdo entre a drea do primeiro triangulo pela drea do sequndo
triangulo, observe:

Agora vamos analisar a relacdo entre a razao de semelhanca dos
lados com a razao de semelhanca entre as areas.

Razao de semelhanca entre os triangulos é igual 0,5
Razao de semelhanca entre as areas dos tridangulos é igual a 0,25

E possivel perceber que a razdo entre as areas é igual ao quadra-
do da razado entre os lados.

Com isso chegamos a conclusao que:

A razdo entre as dreas de dois poligonos semelhantes é igual ao
quadrado da razdo de semelhanca entre eles.

Onde: S, eS,, sdo as areas das figuras e K € a razao de semelhan-
ca. Essa propriedade é valida para toda e qualquer superficie
semelhante, por isso vale:

A razdo entre as areas de duas superficies semelhantes é igual ao
quadrado da razdo de semelhanca.

Com isso chegamos ao fim de mais um capitulo dessa aventura
chamada Geometria, mas temos muito mais ainda pela frente!

CAPITULO 9

Areas de poligonos e
razao entre areas
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CIRCUNFERENCIA
F CiRCULO




0 SIMBOLO DA PERFEIGAO.

0 DESIGN DO CRIADOR.

COMO SE NAO HOUVESSE NADA ALEM.

PODE MUDAR, MAS NAO MUDA.

PODE FALAR, MAS NAO ASSUSTA.

E POR ONDE PASSA PRENDE TODOS NUM LACO DE SIMETRIA E PERFEIGAO
QUE SOMENTE A MAIS PURA INSPIRACAO PODERIA CRIAR.”




CONCEITOS E ELEMENTOS

“O brinquedo mais gostoso do parque de diversoées é a roda gigante.
Nossa! Quando ela roda e para bem (G em cima no altdo, de ld eu
vejo o mundo.... um mundo bem pequenininho”.

José dos Reis Santos

Assim como a roda gigante, existem milhares de coisas que tém
a mesma forma dela, a Lua, as rodas dos carros e das bicicletas, e
também o Sol.

= S G\ 7
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Mas qual é a fFigura geométrica plana que nos lembra a roda?

Se vocé disse a circunferéncia, muito bem! E isso mesmo, a circun-
feréncia! Mas o que realmente é uma circunferéncia?



A circunferéncia é uma figura geométrica plana, a qual possui
todos os seus pontos a uma mesma distancia de um ponto dado
nesse plano. Observe que a figura 124 tem um ponto central O,
este ponto tem uma distancia r ao ponto P, e essa mesma distan-
ciaaos pontos T, Ce D.

a

De acordo com a figura podemos afirmar que a distanciar do
ponto central aos pontos P, T, C e D sdo iguais.

dOP = dOT = dOC = dOD= r

O ponto O dado é chamado de centro da circunferéncia e a distan-
cia entre ele e os pontos sdo os raios da circunferéncia.

TC

D

Por isso as varetas que ligam o eixo da roda da bicicleta ao aro
sdo chamadas de raios da roda da bicicleta.




POSICAO DE PONTO E CIRCUNFERENCIA

Imagine que vocé desenhou uma circunferéncia no chao, se vocé
jogar algumas pedras nessa circunferéncia, com os olhos fecha-
dos, vocé vai perceber que algumas pedras vao cair dentro da
circunferéncia e outras cairdo fora da circunferéncia, e algumas
pedras cairdo bem em cima da circunferéncia.

Pense agora que cada pedra é um ponto no plano e o ponto O

é o centro da circunferéncia, percebemos que os pontos A, B, C
e D estao dentro da circunferéncia, os pontos E, F, G e H, estao
fora da circunferéncia e os pontos |, J e K, estdo bem em cima da
circunferéncia.




Lembre-se que o raio é a distancia do centro a um ponto qualquer
da circunferéncia,

Pela figura é possivel verificar que os pontos A, B, C e D estao
a uma distancia do centro menor que a medida do raio, por isso
esses pontos sdo internos a circunferéncia.

doy<n d,<rd,.<red, <r

Continuando a observacao percebemos que os pontos |, J e K,
estdo exatamente em cima da linha da circunferéncia, por isso
dizemos que esses pontos pertencem a circunferéncia, pois a dis-
tancia deles ao centro da circunferéncia é igual a medida do raio.

d,=r d,,=red, . =r

E por fim os pontos E, F, G e H estdo a uma distancia do centro
maior que a medida do raio, por isso eles sdo pontos externos a
circunferéncia.

d,>rd,>rd, >red >r
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O conjunto de todos os pontos internos a uma circunferéncia é
seu interior, e o conjunto de todos os pontos externos a uma cir-
cunferéncia é seu exterior.

CORDA, DIAMETRO, RAIO E ARCO DE
CIRCUNFERENCIA

A circunferéncia possui alguns elementos bastante importantes,
agora veremos o que sdo e como eles sao localizados.

Imagine uma circunferéncia de centro O com os pontos A e B per-
tencentes a ela, se ligarmos os pontos A e B, teremos o0 segmento
de reta AB.




O segmento AB é chamado de corda da circunferéncia, pois é um
segmento que possui suas extremidades pertencentes a circunfe-
réncia.

Podemos dizer que:

Um segmento de reta determinado por dois pontos quaisquer
da circunferéncia é a corda da circunferéncia.

>
(

Quando a corda da circunferéncia passa exatamente no centro da
circunferéncia dividindo-a em duas partes iguais, essa corda passa
a ser chamada de didmetro. Na Figura o segmento AB é o didme-
tro da circunferéncia.

O raio da circunferéncia é o segmento de reta com uma extremi-
dade no centro da circunferéncia e a outra em um ponto da cir-
cunferéncia, o raio é a metade do diametro.




Para encerrar vamos ver em uma Unica circunferéncia a corda, o
diametro e o raio.

O segmento AB é a corda, o segmento CD é o didmetro e o seg-
mento OE é o raio.

ARCO DE CIRCUNFERENCIA E
SEMICIRCUNFERENCIA

Vamos imaginar novamente o circulo desenhado no chdo e que
vocé jogou as pedras, imagine que duas dessas pedras sao dois
pontos, o ponto | e o ponto J, vocé percebe que esses pontos divi-
dem a circunferéncia em duas partes, cada uma dessas partes sdo
chamadas de arcos da circunferéncia.

ArcolJ=1J

Quando esses pontos coincidem com os pontos das extremidades
do didmetro, a circunferéncia sera dividida em duas partes exata-
mente iguais, e cada uma das partes sera uma semicircunferéncia.



Muitas pessoas fazem confusdo quando pensam em circunferén-
cia e circulo, mas serd que os dois sdo a mesma coisa?

Nao! Existe a confusdo, mas circunferéncia e circulo sao coisas
diferentes, mas essa diferenca é bem simples.

Como ja foi estudado anteriormente a circunferéncia é o conjunto
de pontos que estao a mesma distancia de um ponto central fixo,
vimos também que todo ponto que esta dentro da circunferéncia
sdo pontos internos a ela, e é ai que esta a diferenca.

Podemos dizer que a circunferéncia é apenas o contorno do
circulo, e o circulo é o conjunto da unido de uma circunferéncia
com todos os seus pontos internos.

Dessa maneira a distancia entre qualquer ponto do circulo ao cen-
tro é sempre menor que o raio da circunferéncia.

Para perceber claramente a diferenca entre os dois, podemos
pegar como exemplo um anel e uma moeda.




O anel tem apenas o contorno da regido circular, ele representa
a circunferéncia, ja a moeda possui o contorno e toda a regidao
interna preenchida, ela representa o circulo.

O circulo também é chamado de disco.

Uma curiosidade: em algumas culturas e religiées o circulo
(circunferéncia) representa a eternidade, perfei¢do e divindade,
pois ele ndo possui inicio e nem fim. E considerado a figura mais

perfeita que existe.

O centro, o raio, o didmetro, o arco e a corda de um circulo, sdo
o centro, o raio, o didmetro, o arco e a corda da circunferéncia da
qual ele faz parte.

POSICOES RELATIVAS ENTRE RETAS
E CIRCUNFERENCIAS

Quando pensamos em relacionar as posicoes entre retas e circun-
feréncias podemos pensar basicamente em trés casos, quando a
reta intercepta (cruza) a circunferéncia em dois pontos, quando a
reta toca a circunferéncia em apenas um ponto ou quando a reta
esta totalmente fora da circunferéncia. Vamos ver cada um dos
Casos:

Quando uma reta intercepta a circunferéncia em dois pontos dis-
tintos (diferentes), esta reta e a circunferéncia sdo secantes.



Note na figura que essa reta forma o segmento AB dentro da
circunferéncia, ou seja, esse segmento é uma corda da circunfe-
réncia.

Se a reta intercepta (cruza) a circunferéncia em apenas um ponto,
dizemos que esta reta é tangente a circunferéncia. A reta tan-
gente a circunferéncia tem apenas um ponto em comum com a
circunferéncia e os demais pontos da reta sdo todos externos a
circunferéncia.

Agora se a reta ndo intercepta a circunferéncia, ou seja, ela ndo
toca a circunferéncia em nenhum ponto, esta reta é exteriora
circunferéncia.

S




POSICOES RELATIVAS DE
DUAS CIRCUNFERENCGIAS

Da mesma forma que vimos que circunferéncias e retas tem
posicoes relativas, duas circunferéncias também tem. Vamos ver
agora as posicoes relativas entre duas circunferéncias.

Vocé deve conhecer o bambolé, um brinquedo bastante conheci-
do pelas criancas, ele é um aro (circunferéncia) plastico que deve
ser girado em torno do corpo, perna ou braco, que diverte mui-
ta gente had muitas geracdes. Vou utilizar esse brinquedo para
exemplificar a posicao relativa entre duas circunferéncias.

Vamos imaginar dois bambolés de diametros diferentes, um
maior e outro menor, na primeira situacao vamos colocar o bam-
bolé menor no interior (dentro) do maior, fora do centro e sem
encostar um no outro, podemos dizer que o bambolé menor é
interno ao maior.

Uma circunferéncia sera interna a outra se todos os seus pontos
forem pontos internos ao da outra circunferéncia.

Uma circunferéncia é interna a outra quando a diferenca das
medidas de seus raios é maior que a distancia entre os centros da
circunferéncia.

d<r,-r,
&

Agora vamos imaginar que o bambolé menor estd dentro (inter-
no) do maior, mas ele estd tocando o maior, e percebemos que
eles se tocam em apenas um ponto, quando isso acontece dize-
mos que o menor estd tangenciando o maior e como o menor é
interno ao maior dizemos que ele é tangente interno.



Entdo, duas circunferéncias sao tangentes internas se possuirem
apenas um ponto em comum e uma esteja no interior da outra. Isso
s6 acontece se a medida da distancia entre os centros das circun-
feréncias for igual a diferenca entre as medidas dos dois raios.

Observe qued,,,=r, -T,

Os dois bambolés agora serdo colocados de forma que o menor
fique no lado externo do maior, mas tocando-se, novamente
percebe-se que eles se tocam apenas em um ponto, e o bambo-
[é menor tem todos os outros pontos externos ao maior, eles se
tangenciam, mas pelo lado de fora do maior, por isso dizemos que
eles sdo tangentes externos.




Podemos concluir que duas circunferéncias sao tangentes exter-
nas se possuirem um Unico ponto em comum e uma esteja ex-
terna a outra, isso acontece quando a medida da distancia entre
os centros das circunferéncias for igual a soma das medidas dos
raios.

Observe qued,,,=r, +T,

Vamos pensar agora que esses dois bambolés foram jogados ao
chao e eles cairam um em cima do outro.

Vocé pode observar que esses bambolés se cruzam em dois
pontos diferentes (distintos) e esses pontos sdo comuns aos dois
bambolés, quando isso acontece, dizemos que eles sdo secantes
um ao outro.

Neste caso, podemos dizer que duas circunferéncias serdo secan-
tes se a medida das distancias entre os seus centros for menor
que a soma das medidas de seus raios e maior que a diferenca
entre seus raios, observe:r —r,<d< r +r,.




Mas e se os bambolés estivessem caidos com o menor totalmen-
te fora do maior, ou seja, eles ndo estdo se tocando em nenhum
ponto? Neste caso como eles ndo tém nenhum ponto em comum,
todos os pontos do menor estao fora do maior, por isso ele é
externo ao maior.

Duas circunferéncias sdo externas quando todos os pontos de
uma estdo no exterior da outra sem ter pontos em comum. Neste
caso a distancia entre os centros das duas circunferéncias é maior
que a soma das medidas de seusraios.d < r, +r,

Agora teremos uma situacao dificil com os bambolés, o menor
esta interno ao maior, mas os centros dos dois sao dados pelo
mesmo ponto, ou seja, ambos tém o mesmo centro.




Neste caso as duas circunferéncias possuem o mesmo centro, ou
seja, um mesmo ponto é o centro das duas, e a distancia entre os
centros delas é igual a 0 (zero), neste caso vamos ter duas circun-
feréncias concéntricas.

Observe qued_, , =0

AREA DO CIRCULD

Muitas vezes ouvimos pessoas pedindo para que se faca o célculo
da drea da circunferéncia, mas sera que esta correto isso?

Pelos estudos dos temas anteriores é possivel analisar a afirma-
tiva e chegar a conclusdo que nao esta correta, porque a circun-
feréncia é apenas o contorno da regido circular, ela é apenas uma
linha. O correto é calcular a drea do circulo.

Vamos ver como se faz isso entado.

Primeiro vamos precisar de um elemento novo, que é o, letra
grega Pi. O = é uma constante, em praticamente tudo que vocé
estudar que envolva circulos e circunferéncias, o = vai estar pre-
sente.

O & é arazao entre o comprimento da circunferéncia e didmetro
do circulo ao qual ela pertence, = € um nimero irracional que,
normalmente, arredondamos o valor para trés casas, com o valor
n=3,14.

O comprimento da circunferéncia é o seu perimetro.

perimetro =70

diametro
Com isso podemos concluir que a razao entre o comprimento da
circunferéncia de um pneu de carro pelo seu didmetro é a mesma
que o comprimento da circunferéncia de uma moeda pelo seu
didametro, ou seja !

Para calcular o comprimento da circunferéncia fazemos C==n.D,
como o didmetro é o dobro do raio, podemos também calcular o



comprimento da seguinte forma C=2 nr

Para o calculo da area do circulo basta multiplicarmos o n pelo
quadrado do raio.

A=m.r?

Existem varias formas de deducao da férmula do calculo da area
do circulo, mas para o momento basta vocé lembrar como se cal-
cula esta area utilizando-se apenas da férmula.

(B)
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ANGULOS NA
CIRCUNFERENCIA




DE PASSO A PASSO,

DE POUCO EM POUCO,

SE VAI PARA LONGE,

APENAS PARA PERCEBER QUE SEMPRE
SE RETORNA AO INICIO,

E QUE NO INICIO, NADA MUDA.”




Srgulotra ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

circunferéncia

O estudo da relacdo entre a circunferéncia e angulos é muito
importante na geometria, principalmente quando se trata de
calculos astronémicos. Mas apesar de ser usado na astronomia as
definicoes sao simples, os angulos relacionados a circunferéncia
sao, o angulo central, angulo inscrito, angulo externo, interno e
os angulos de segmento.

O dngulo centralrelativo a uma circunferéncia é o angulo que tem
o vértice no centro da circunferéncia. Em uma circunferéncia de
centro O, o angulo central vai determinar um arco de circunferén-
cia AB.

Figura 159 -
Angulo central da
circunferéncia

O arco AB é correspondente ao angulo AOB

Como o arco AB também é dado em graus, percebe-se que o arco
AB é igual a medida do angulo central AOB

Podemos utilizar uma letra grega qualquer para nomear o angulo,
vamos usar a letra B (beta), observe que = AB

O angulo inscrito relativo a uma circunferéncia é um angulo que
tem o vértice na circunferéncia e os lados do angulo sdo secantes
a essa circunferéncia.

Figura 160-a é um
angulo inscrito na
circunferéncia.

Observe na figura que a é o angulo inscrito, AB é o arco correspon-
dente e B é o0 angulo central correspondente ao angulo inscrito a.
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A medida do angulo inscrito é igual a metade do angulo central CAPITULO 11

correspondente a ele. ~ Angulos na
circunferéncia

O dngulo interno é o angulo que tem o vértice no interior da
circunferéncia, mas ndo no centro, distante dele, os seus lados
sdo secantes a circunferéncia, eles se cruzam formando o angulo
interno, os dois lados formam os arcos AB e €D, este dngulo tam-

\B/_\C/b

Figura 161-xéo
angulo interno a
circunferéncia.

bém é conhecido como dngulo excéntrico interior.

A medida deste angulo é a metade da soma dos arcos AB e CD.

O dngulo externo é o angulo que possui o vértice no exterior da
circunferéncia, ele fica fora da circunferéncia, e seus lados sao
secantes ou tangentes a circunferéncia, esses lados formam os

A
C
a D
B
/ Figura 162 -
/

circunferéncia com o
angulo externo a.

~\ 7~
arcos AB e CD, e também é conhecido como dngulo excéntrico
exterior.

A medida do angulo externo é a metade da diferenca dos arcos
formados AB e CD.
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CAPITULO 11

Angulos na
circunferéncia

Figura163-aéo
angulo de segmento
ou semi-inscrito na
circunferéncia.

ANGULO DE SEGMENTO OU
ANGULO SEMI-INSCRITO

Angulo de segmento ou dngulo semi-inscrito relativo a uma
circunferéncia é o angulo que tem o vértice num ponto da circun-
feréncia, um dos lados é uma secante a circunferéncia e o outro
lado é tangente a circunferéncia.

Observe na figura que a reta s é secante a circunferéncia, a reta
t é tangente a essa circunferéncia, o angulo B é o angulo central
(AOB), e 0 angulo a é o angulo de segmento, e AB é o arco de
circunferéncia subtendido.

A medida do angulo de segmento serd sempre a metade do angu-
lo central da circunferéncia.

Desta forma encerramos mais uma conversa sobre as circunfe-
réncias, existe muito mais a ser estudado, mas é necessario ir por
partes para ndo se perder no caminho, estudar bastante e com-
preender o que significa cada elemento é muito importante para
poder resolver exercicios e situacoes-problema que os envolva.



CAPITULO 11

A EDUCAGAO E A ARMA MAIS PODEROSA
QUE VOCE PODE USAR PARA MUDAR 0
MUNDO."

NELSON MANDELA
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0 TEOREMA
DE TALES




&

PERGUNTARAM A TALES:
- QUAL E A MAIS RAPIDA DE TODAS AS COISAS?

- 0 PENSAMENTO, PORQUE EM MENOS DE UM MINUTO VOCE PODE
VOAR ATE 0 FINAL DO UNIVERSO.

- QUAL E A MAIS FORTE DE TODAS AS COISAS?

- A NECESSIDADE, PORQUE FAZ COM QUE 0 HOMEM ENFRENTE
T0DOS 0S PERIGOS DA VIDA.

- QUAL E A MAIS FACIL DE TODAS AS COISAS?
- DAR CONSELHOS.

- QUAL E A MAIS DIFICIL DE TODAS AS COISAS?
E 0 SABIO DE MILETO REPLICOU:

- GCONHECER A SI MESMO.

TALES DE MILETO



Tales de Mileto foi um filésofo, astronomo e matemadtico grego,
foi muito reconhecido em sua época pelas suas descobertas e
pelo seu pensamento filoséfico. Sua sabedoria percorreu o mun-
do e muitos outros o seguiram. Varios temas tratados em capi-
tulos anteriores sdo atribuidos a Tales, sdo descobertas de Tales

a demonstracao de que os angulos da base de dois tridangulos
isésceles sdo iguais e também a demonstracdo que todo didmetro
divide a circunferéncia em duas semicircunferéncia iguais.

O que vamos estudar agora é uma das descobertas mais impor-
tantes de Tales, tanto que recebe seu nome, o Teorema de Tales.

Antes de iniciar vamos recordar o que sao retas paralelas e retas
transversais.

Duas retas paralelas sao retas em que todos os seus pontos man-
tem sempre a mesma distancia, e tem a mesma inclinacao, por
isso elas nunca se interceptam (cruzam).

As retas transversais sdo aquelas que cruzam um par ou um feixe
de retas paralelas.

Chamamos de feixe de retas paralelas, um conjunto de retas para-
lelas entre si.



Tales tinha um grande conhecimento de Geometria e proporcio-
nalidade (ja estudado em capitulos anteriores), ele observou que
quando os raios solares atingiam a Terra eles estavam na posicao
inclinada e também eram paralelos entre si, com isso ele comecou
a admitir que existia uma proporcionalidade entre as medidas da
sombra de um objeto e a altura desse objeto.

O que Tales percebeu foi que quando o raio solar atingia o topo
de um determinado objeto em uma determinada hora do dia, a
inclinacdo do raio solar seria a mesma de um outro raio que atin-
giu um outro objeto, portanto as sombras dos dois objetos seriam
proporcionais e as suas alturas também.

70m

Com isso Tales chegou a conclusdo do seu famoso Teorema de
Tales, que diz o seguinte:

“Se um feixe de retas paralelas é interceptado (cruzado) por duas
retas transversais, os segmentos formados entre elas serdo todos
proporcionais”.

>
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Observe a figura: as retas a, b e sdo paralelas, as retas r e s sdo
transversais, que formam os segmentos de reta AB, BCe AB’ e
B'C'.
Podemos dizer que o segmento AB estd para o segmento BC,
assim como o segmento A'B’ esta para o segmento B'C'.

AB=AB'

BC B'C
Da mesma podemos ter também que o segmento AB esta para o
segmento A'B’, assim como o segmento BC esté para o segmento
B'C.

AB =BC

A'B'" B'C
Observando os dois casos percebe-se que a proporcionalidade
€ a mesma, preste atencdo que no primeiro caso pegamos 0s
segmentos formados na mesma transversal, o segmento AB
estava em cima e o BC em baixo, note que na segunda transversal
ocorreu 0 mesmo, pegamos primeiro o segmento de cima A'B’ e
depois o segmento de baixo B'C’, observe que so6 serdo proporcio-
nais os segmentos correspondentes.

AB =AB’

BC B'C
No segundo caso pegamos o primeiro segmento na reta r com
seu correspondente, que é o primeiro segmento daretas, ea
outra razdo com o segundo segmento da reta r com o segundo
segmento dareta s, o que garante a proporcionalidade, de novo
deve ser observado que sé6 serdo proporcionais os segmentos
correspondentes.

AB =BC
IBI BICI

0 TEOREMA DE TALES E 0S TRIANGULOS

Ja utilizamos a lei de correspondéncia aqui do Teorema de Tales,
no capitulo dos triangulos semelhantes, os casos de semelhanca
sao baseados neste Teorema.

>

Vamos pensar em um tridangulo ABC qualquer, se uma reta parale-
la a um dos lados do tridngulo cruza com os outros dois lados em
pontos distintos, essa reta vai estar dividindo estes dois lados na
mesma razao.



C B

Na figura é possivel perceber que que foram formados dois trian-
gulos, o tridngulo Maior ABC e o tridangulo menor ADE, que sdo
semelhantes.

Entdo temos que:

AB = AC
AD AE

Os casos que podem ser solucionados através do Teorema de Ta-
les sdo muitos, vocé deve apenas lembrar da proporcionalidade,
que ocorre apenas em segmentos correspondentes, com isso em
mente, nao tem erro!

TEOREMA DAS BISSETRIZES:
TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

Os teoremas das bissetrizes sdao dois teoremas bastante simples
de serem compreendidos.

Vamos pegar um tridngulo de vértices ABC e tracar a bissetriz de
um de seus angulos, pegaremos o angulo BAC, no vértice A.

O ponto que a bissetriz cruza com o lado BC, vamos chamar de S,
o lado BC foi dividido em duas partes BS e SC ou CS tanto faz. O
que o teorema da bissetriz interna nos mostra é que essas duas
partes formadas pela bissetriz sdo diretamente proporcionais aos
seus lados adjacentes.




A C

Pela figura vamos ter que o lado AB é adjacente a BS e o lado AC

¢é adjacente a CS, o que significa isso? Significa que a divisdo entre
AB e BS tem que dar o mesmo resultado que a divisdo entre AC e

CS, vamos ter que:

AB =AC

BS CS

E essa a afirmacdo do Teorema da bissetriz interna, agora vamos
analisar o teorema da bissetriz externa.

TEOREMA DA BISSETRIZ EXTERNA

O teorema da bissetriz externa é sé um pouquinho diferente,
porque agora vamos tracar a bissetriz de um angulo externo do
triangulo, lembre-se que o angulo externo do triangulo é encon-
trado pelo prolongamento dos lados. Vamos pegar um tridngulo
ABC e tracar o prolongamento do lado AB para encontrar o angu-
lo externo ao vértice A, encontrando o angulo vamos tracar a sua
bissetriz, vamos precisar tracar um prolongamento do lado BC
porque é nesse prolongamento que encontraremos o ponto S do
cruzamento da bissetriz. 2

C

Apesar das figuras serem diferentes e as situacoes também
diferentes, o teorema sera praticamente muito parecido, se a
bissetriz de um angulo externo de um triangulo intercepta a reta
que contém o lado oposto, entdo ela divide o lado oposto exter-
namente, em segmentos proporcionais aos seus lados adjacentes.



Vejamos, o lado AB é adjacente a BS e o lado AC é adjacente a CS,
o que significa isso? Significa que a divisao entre AB e BS tem que
dar o mesmo resultado que a divisdo entre AC e CS, vamos ter
que:

AB = AC
BS CS

Podemos entdo afirmar que a relacdo AB/BS = AC/CS serve para
as duas situacoes, tanto para a bissetriz interna quanto para a
bissetriz externa.

Bom, aqui chegamos ao final desta etapa de nossa aventura por
uma parte da Geometria Plana, mas ainda tem muito mais, e o
aprendizado ocorre pela curiosidade, pela procura e pela incansa-
vel busca do conhecimento, esperamos que vocé tenha aprendido
muito com esse trabalho, e que tenha instigado a sua vontade de
aprender sempre mais. Até mais pessoal!

A AREA DA GEOMETRIA FAZ COM QUE
POSSAMOS ADQUIRIR 0 HABITO DE
RACIOCINAR, E ESSE HABITO PODE SER
EMPREGADO, ENTAQ, NA PESQUISA DA
VERDADE E AJUDAR-NOS NA VIDA"

JACQUES BERNOULLI




CONCLUSAO
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Enfim, o fim —do livro. Através dele, caminhamos juntos pelos
principais conceitos da Geometria de uma forma acessivel e em
uma linguagem simples. Nosso principal objetivo foi fazer com
que o livro tenha proporcionado uma fonte de facil acesso aos co-
nhecimentos basicos da Geometria e que, a partir de entao, vocé
possa seguir em frente e adquirir mais conhecimentos por si sé.
Em outras palavras, esperamos que o livro tenha dado confianca
para que busque os conhecimentos que sdo importantes para os
seus sonhos.

Nelson Mandela uma vez disse que a educacao é a arma mais
poderosa para mudar o mundo. E nés concordamos com ele. O
conhecimento é chave para as realizacoes dos sonhos, para com-
bater diferencas sociais, para combater a discriminacao, o racismo,
e qualquer outra forma de 6dio e violéncia que a nossa sociedade
vivencia diariamente. O conhecimento nos torna adaptaveis e fle-
xiveis a qualquer situacdo - seja ela profissional ou pessoal — e nos
torna, de certa forma, invenciveis. Assim, além de uma fonte de
conhecimento, esperamos que o livro seja uma fonte de inspiracao.

Antes de terminar, gostariamos de deixar uma mensagem para os
estudantes. Seja vocé branco, negro, japonés, de cabelo longo ou
curto. Para vocé que é loiro, moreno, ou ruivo, de olhos claros ou es-
curos. De classe social alta ou baixa, de escola particular ou publica.

Esse livro é a realizacdo de um sonho. Um sonho que comecou den-
tro da cabeca de pessoas como vocé, com problemas como vocé,

e de situacodes financeiras como a sua, mas que hoje tomou forma
e se apresenta diante dos seus olhos. Esse livro é uma evidéncia

de que sonhos sdo possiveis quando temos foco, perseveranca e
muito amor ao préximo. O livro nasceu de uma vontade de propor-
cionar oportunidades a todos — sem preconceitos — para que cada
um de nos consiga realizar nossos sonhos. E quando isso acontecer,
que também saibamos retribuir o nosso dom e o nosso talento de
volta aos mais novos, e ajuda-los a terem melhores oportunidades
que nés tivemos. Com esse sentimento de comunidade e responsa-
bilidade social é que um dia talvez vocé seja o autor do seu préprio
livro — o livro que reflita a sua histoéria e que sirva de inspiracao
para que outros jovens escrevam seus préprios caminhos.

Provavelmente, quando vocé tentar dar um passo ousado, fora

da sua zona de conforto, vocé serd julgado. Ndo se apegue a esse
medo, pois o medo aprisiona. Vocé ja deve ter pensando que nao
se encontra onde deseja e que nao esta utilizando todo o seu
potencial. Vocé continua acreditando que pode fazer diferente e
atingir seus sonhos. Essa voz dentro de vocé é o seu inconsciente
se comunicando, lembrando que vocé tem potencial ilimitado. E
uma sensacao incrivel sentir que vocé pode fazer qualquer coisa no



exato momento em que vocé estd motivado e pensando sobre isso.

Nao tenha medo da incerteza ou do desconhecido. O que vem

a seqguir é o que transformard completamente sua vida. Nao é
da nossa escuridao que temos medo e sim da nossa luz. N3o se
importe em deixar de lado o que é familiar ou aquilo que ndo te
faz se tornar uma pessoa melhor. As respostas para as nossas
perguntas mais profundas aparecerdo quando corrermos o risco
e nos lancamos em direcdo aos nossos objetivos. Confie no seu
instinto. Do outro lado do conforto, dos rétulos, e dos medos
estdo as inimeras possibilidades de transformar a sua realidade
e realizar seus sonhos. Decida confiar em si mesmo, assim como
confiamos em ndés mesmos ao escrevermos esse livro.

Muito obrigado por fFazer parte do nosso sonho.
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