


“A Matemática é o alfabeto com o qual 
Deus escreveu o Universo”

Galileu Galilei
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“O ponto
A partir de um ponto
Retas são traçadas
Dando segmento
Até um ponto de chegada.

Entre um ponto e outro
Sem definição, dimensão e forma
Vivendo uma fase que transforma
Um coração contraditório
Há infinitas histórias

Ao fim desse ponto, há um novo recomeço
Formando assim, um ciclo que já conheço
Mesmo sabendo a dimensão do pequeno espaço
Aprendo a infinidade de vitórias e fracassos”

Gabriele M. Christan, 3º ano Ensino Médio, Escola SESI de Sertãozinho-sp



A vida acontece. A gente acorda, caminha, corre, cai. Hoje, por 
exemplo, eu acordei às 6 horas da manhã, preparei o café, tomei 
banho, me arrumei e corri para o ponto de ônibus. Ao chegar no 
trabalho, cumpri com os meus afazeres, almocei, e retornei ao tra-
balho. Quando relógio marcava 5 horas da tarde, arrumei minhas 
coisas e peguei o ônibus para voltar para casa. Alguns de vocês 
têm uma rotina semelhante. Acordam cedo para a escola ou tra-
balho. Pegam carona ou ônibus – alguns caminham até a escola. E 
assim o dia acontece. Um após o outro. 

	 Mas a vida simplesmente não acontece no vácuo do Univer-
so. Não. Quando você acorda, você esta na sua casa. Sua casa tem 
uma arquitetura típica, que você conhece bem. Por exemplo, no 
fundo da casa você tem seu quarto e o quarto do seu irmão, que 
fica ao final do corredor que liga a sala de jantar ao banheiro e ao 
quarto dos seus pais, e assim por diante. Existem paredes, jane-
las, portas. Todas as partes encontram-se num local determinado. 
Algumas casas têm dois quartos, outras três, mas toda a casa tem 
um desenho fixo. Esse desenho fixo não surgiu aleatoriamente. 
Pelo contrário, um arquiteto ou engenheiro desenhou a “planta” 
da sua casa antes da casa propriamente dita ser construída. 

	 Em algum momento, havia alguém com uma ideia na ca-
beça e uma folha de papel em branco, que através de desenhos 
cuidadosos transformou uma folha comum no que você hoje 
chama de “casa”. A folha comum podia acomodar qualquer tipo 
de desenho, ou qualquer tipo de conteúdo. Poderia ser um texto. 
Uma fotografia. Um rascunho. Um poema. Poderia ser outra casa 
que não a sua. Mas não era. Aquela folha estava destinada a ter as 
instruções para a construção da sua casa. 

A folha em branco é o que chamaremos de plano. Vamos conside-
rar como plano todo o espaço que pode acomodar “coisas”, sejam 
essas “coisas” formas geométricas ou não. Essa página, por exem-
plo, é um plano que acomoda palavras. 

É importante saber que o plano não precisa ser necessariamente 
uma folha. O terreno da sua casa, por exemplo, também é um pla-
no. Sua rua também pode ser considerada um plano, assim como 
seu bairro, sua cidade, seu país. O plano tem dimensões de acor-
do com o que estivermos medindo. Se estivermos medindo pare-
des, seu terreno é o plano. Se tivermos medindo distância entre 
países, o planeta é um plano, agora que delimitamos um plano, 
temos que determinar o local de início do desenho, da forma, 
do texto. Aonde é o começo? Qual o ponto de partida? O ponto 
é um local único no plano. É o local onde algo começa (ponto de 
partida) e/ou termina (ponto de chegada). Por exemplo, quando 
você acorda pela manhã na sua casa, você anda do seu quarto 

CAPÍTULO 1
Planos e pontos

6



(ponto de partida) até a cozinha (ponto de chegada) para o café 
da manhã. Quando o engenheiro ou arquiteto desenhou sua casa, 
ele começou por algum lugar – talvez a porta da frente, talvez a 
parede dos fundos. O importante é que o ponto nos localiza em 
um plano.

Figura 1 - Ponto

em um plano
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“Existe uma força que me liga a você”



Agora que você já sabe o que são planos e pontos, é hora de ir 
além. No dia-a-dia, é comum ouvirmos frases como “estou ligado 
a ele(a)”, ou “estamos unidos”. Geralmente falamos isso quando há 
uma amizade extremamente fiel, ou um relacionamento que en-
volve sentimentos profundos. O que tentamos expressar é o sim-
ples fato que a nossa existência depende não só de nós mesmos, 
mas também da existência de outra(s) pessoa(s). E é essa ideia que 
vamos explorar para entender o conceito de segmento de reta. 
Um segmento de reta é caminho mais curto que liga um ponto de 
partida e um ponto de chegada no plano. Por exemplo, suponha-
mos que temos um plano – a folha em branco do capítulo anterior 
– onde estão situados os pontos de partida A e de chegada B.

Figura 2 - Plano com 
dois pontos

Um segmento de reta é o caminho mais curto que liga os pontos A 
e B.

Figura 3 - Segmento 
de reta unindo dois 
pontos

A

B

A

B
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Segmentos de reta são representados como (AB), significando 
que o segmento de reta vai do ponto A ao ponto B (o contrário é 
perfeitamente válido, por exemplo, se tomarmos o ponto B como 
partida e o ponto A como chegada, num segmento (BA)).

Simples, não? 

Mas você deve se perguntar: “Por que diabos chamar de segmento 
de reta e não simplesmente reta”? Ótima pergunta. 

Existe uma diferença sutil, entre segmento de reta e reta. Um 
segmento de reta tem início e fim (ponto A, ponto B). Por outro 
lado, uma reta é ilimitada. Como assim? A reta não tem inicio no 
ponto A, nem final no ponto B, ela pode até passar por esses pon-
tos, mas esses pontos não determinam a origem nem o destino da 
reta. De uma maneira simples, podemos dizer que um segmento 
de reta é um “pedaço” da reta que liga os pontos A e B. 

É claro que você pode falar “Ah! Isso são somente definições. Em 
prática, qual a diferença entre a reta ser ilimitada e o segmento de 
reta ter inicio e fim?

Imagine uma rua bem longa da sua cidade, e você está em uma es-
quina, você olha para os lados e não vê o início e nem o fim da rua, 
mas você identifica o início e o fim de cada quadra que está nessa 
rua, então podemos dizer que a rua é a reta, e cada quadra, que é 
uma parte da rua, é um segmento de reta.

Figura 4 - Segmento de 
reta AB

Tendo esta característica a reta nos dá a possibilidade de expandi-
-la, dividi-la em partes, e assim desenhar novos segmentos e criar 
novas figuras, como a planta da sua casa, e isto se torna uma fer-
ramenta muito importante para a resolução de exercícios e para 
o entendimento da Geometria. Ao longo do livro, veremos exem-
plos de extrapolação de segmentos de retas, e organização de 
figuras que facilitam o entendimento e a resolução de problemas 
geométricos. Por agora, vamos nos concentrar em segmentos de 
retas e algumas propriedades que envolvem tanto os segmentos 
de retas como os pontos.

B

A
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Até agora tudo foi fácil, vamos concordar. Planos, pontos e retas,  
nada que você já não sabia. Nesse capítulo, começaremos a explo-
rar alguns conceitos e características do que aprendemos até ago-
ra, conhecidas também como propriedades, essas características 
nos ajudam compreender da linguagem utilizada na Geometria. 
São muitos nomes, mas você não precisa decorar – decorar não 
é aprender! Não decore!. Os nomes são colocados aqui para que 
sirvam de referência para você, e não como material de memori-
zação. Aqui vamos nós: 

Pontos colineares, não-colineares e ponto médio: Retornemos ao 
nosso segmento de reta (AB) do Capitulo 2, que liga os pontos A 
e B. Suponhamos que, nesse segmento de reta, nós escolhemos 
um terceiro ponto, chamaremos de ponto M, como na Figura 5.

Figura 5 - Ponto M no 
segmento de reta AB

Características dos pontos e dos 
segmentos de retas

O ponto M, A, e B estão em um mesmo segmento de reta e, por-
tanto, são chamados de pontos colineares (“pontos que estão em 
uma ‘mesma linha’). Caso o ponto M estivesse situado em outra 
posição que não coincidisse com o segmento (AB), os pontos M, 
A, e B seriam pontos não-colineares, como mostra a Figura 6. Note 

Figura 6 - pontos não 

colienares

B

A

M

B

A

M
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que o ponto M divide o segmento de reta (AB)  em duas partes 
iguais. Assim, além do ponto M ser colinear com pontos A e B, o 
ponto M é também o ponto médio do segmento (AB). Nem todo 
ponto colinear é ponto médio, obviamente, como é o caso do 
ponto N na figura abaixo. O ponto N é colinear com os pontos A 
e B, mas não divide o segmento (AB) no meio e, portanto, não é 
considerado ponto médio.

Figura 7 -Ponto  N na 
reta AB

Segmentos consecutivos e não-consecutivos: Agora consideremos 
um segmento de reta (AB), onde os pontos colineares A, B, M e N 
estão situados como na Figura 8.

Figura 8 - segmento de 
reta AMNB

Note que, assim como consideramos os pontos A e B como pon-
tos de partida e chegada para desenhar o segmento (AB), é possí-
vel aplicar a mesma lógica para desconstruir o segmento (AB) de 
acordo com os novos pontos M e N. Por exemplo, sabemos que 
o segmento (AB) é a soma do segmento (AM), (MN) e (NB), pois 
esses três segmentos juntos são exatamente iguais ao segmento 
(AB), como mostra a figura 9.

B

A

N

B

A

M

N
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Figura 9 - segmentos 
de reta AM, MN e NB

Pela figura, fica claro que os segmentos (AM), (MN) e (NB) estão 
“justapostos” (um colado ao outro, não há espaço entre eles). As-
sim, esses segmentos são segmentos consecutivos (“um segmento 
começa onde o outro segmento termina, sem espaço entre eles”). 
Para tornar a ideia de segmentos consecutivos mais concreta, 
imagine que seu time favorito de futebol ganhou 10 partidas 
seguidas. Quando isso acontece, dizemos que seu time teve 10 
vitórias consecutivas, que significa que não houve quebra na sequ-
ência de vitórias. A ideia é a mesma para segmentos.

Figura 10 - Segmento 
de reta AMNB Quando há separação entre os segmentos, como por exemplo se 

(AM) e (NB) estivessem separados, esses segmentos seriam seg-
mentos não-consecutivos, como mostra a figura 11.

Figura 11 - Segmentos

não consecutivos

B

A

M

N

B

A

M

N

A

M

B

N
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Segmentos colineares e não-colineares: Assim como pontos, seg-
mentos também podem ser considerados colineares ou não-co-
lineares. A lógica é a mesma: quando segmentos se encontram 
numa mesma linha, eles são segmentos colineares, e quando não, 
são segmentos não-colineares. Entretanto, é bom ficar atento ao 
seguinte aspecto: segmentos podem ser não-colineares e ainda 
sim serem consecutivos. Por exemplo, a figura 12 mostra seg-
mentos de reta que são consecutivos (o ponto de chegada de um 
segmento é o ponto de partida de outro), mas que são não-coline-
ares, pois os segmentos não se situam em uma mesma linha. Da 
mesma forma, é perfeitamente possível que segmentos de reta 
sejam consecutivos e colineares, como mostra a figura 12.

Figura 12 - Segmentos 
consecutivos mas   

não-colineares
Segmentos congruentes: São segmentos que possuem a mes-
ma medida. Por exemplo, suponhamos que quando medimos o 
segmento (AB) com uma régua, encontramos um valor de 5 cm. 
Imagine agora um outro segmento (vamos chama-lo de segmento 
(CD))também com 5 cm. Podemos concluir então que os segmen-
tos  (AB) e (CD) são congruentes.

Retas concorrentes: Vamos falar agora de retas. Lembre que retas 
são infinitas, enquanto que segmentos são partes de uma reta 
que possuem um ponto de partida e de chegada. Aqui, vamos 
chamar a reta que contem o segmento (AB) de reta a, e a reta que 
contem o segmento (CD) de reta c. Suponhamos que as retas a 
e c se cruzam em um único ponto, que chamaremos de ponto O, 
como mostra a figura 13.

Figura 13 - Retas a e 
c  se encontrando no 

ponto O

A

B

C

A

B

c

D

O
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Quando retas possuem um único ponto em comum, essas retas 
são chamadas de retas concorrentes. 

Note que duas retas que são concorrentes podem receber nomes 
diferentes, como assim?

Quando dizemos que as retas têm um ponto em comum significa 
que essas retas se cruzam nesse ponto, quando elas se cruzam e 
formam entre si um ângulo de 90 graus, elas serão concorrentes 
perpendiculares, conforme mostra a figura 14.

Quando as retas se cruzam e formam ângulos diferentes de 90 
graus elas são chamadas de concorrentes oblíquas, veja na figura 15.

Não se preocupe com os ângulos, no próximo capítulo você apren-
derá sobre eles.

Essa definições e propriedades descritas acima nos ajudam a 
entender a linguagem usada na Geometria. Os conceitos são bem 
intuitivos, e não há necessidade de decorá-los. Entretanto, é im-
portante saber que essas propriedades existem.

Figura 14 - Retas 
concorrentes 
perpendiculares

Figura 15 - Retas 
concorrentes oblíquas

A

B
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Educação é que nem moeda de ouro,é 
valida no mundo todo.” 

Provérbio Chinês
“
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“O ângulo da vida 

Na vida temos vários ângulos
Com várias semirretas aos lados
Algumas formam triângulos 
E outras apenas são vinculados

Esperei algo agudo
Só encontrei o raso
Achei que ele tinha tudo
Mas acabou sendo um arraso

Jurava que era um complementar
Que mostraria o meu comprimento
Ficou apenas para fomentar
Aquele terrível momento

Depois de um tempo me animei
E agora quero algo mais confortável
Foi ai que apaixonei
Pelo ângulo notável”

Marcelle S. Martins, 1º ano Ensino Médio, Escola SESI de Sertãozinho-SP



No capitulo anterior, vimos como pontos, segmentos de reta e retas 
são organizados e como podemos identificar características refe-
rentes a esses elementos. Nesse capítulo trataremos de ângulos. 

Ângulos podem ser definidos como o espaço entre retas concor-
rentes ou entre dois segmentos de retas consecutivos. Quando 
medimos ângulos, nós estamos interessados na abertura (distân-
cia) entre um segmento de reta e outro, ou entre uma reta e ou-
tra. Ângulos são medidos de acordo com as intersecções, isto é, o 
ponto em comum entre as retas. Por exemplo, a figura 16 mostra 
os segmentos (AB) e (BC). O ponto B é a intersecção desses dois 
segmentos (ponto de encontro dos dois segmentos), e podemos 
medir a diferença na direção em que os segmentos estão aponta-
dos quando medimos o ângulo β formado entre os segmentos.

Figura 16 -  Ângulo β 
reta AB e BC

Ângulos podem ser medidos em graus (º) e radianos (rad), assim 
como altura pode ser medida em centímetros ou metros, e peso 
pode ser medido em quilogramas ou gramas. A relação entre 
graus e radianos é a seguinte:

• 1 rad = 57,2958 graus

• 1 grau = 0,0174533 rad

Nós trataremos de graus e radianos mais adiante, quando falar-
mos de circunferências e das funções trigonométricas (seno, cos-
seno, tangente). Por agora, é importante saber que essas são as 
unidades pelas quais os ângulos são estimados, e que os ângulos 
medem a distancia (ou diferença na direção) entre duas retas ou 
segmentos de retas. 

Os ângulos são importantíssimos na geometria, pois podemos 
definir diversas propriedades da geometria, bem como teoremas 
e leis. Por agora, assim como fizemos no capitulo anterior, vamos 
ver algumas das características básicas que envolvem ângulos. 

Ângulo reto: É o ângulo com valor igual a  90º.

A

C

B

β
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Figura 17 - Ângulo reto 
ABC

Ângulos agudos e obtusos: Qualquer ângulo com valor menor que 
90º é um ângulo agudo. Por outro lado, qualquer ângulo com 
valor maior que 90º é um ângulo obtuso.

Figura 18 - Ângulo 
agudo e obtuso

Ângulo raso: É o ângulo que forma 180º.

Figura 19 - Ângulo raso

Os ângulos também possuem propriedades importantes para a 
solução de problemas geométricos.

Quando temos dois ângulos e sua soma é igual a 90º, chamamos 
esses ângulos de complementares, por exemplo, se o ângulo mede 
30º o seu complementar será o ângulos de 60º, porque 30º soma-
do a 60º é igual a 90º, conforme mostra a figura 20.

Figura 20 - Ângulos 
Complementares

A

CB

A

CB

A

CB

A

CB

A B

60º

30º

^
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Quando a soma de dois ângulos é igual a 180º , esses ângulos são 
chamados de suplementares, por exemplo, o ângulo suplementar 
de 110º é o ângulo de 70º, pois a soma dos dois é igual a 180º, 
mostrado na figura 21.

Figura 21 -Ângulos

Complementares
E como já foi dito anteriormente, são vários nomes mas não é ne-
cessário decorá-los, é preciso saber que eles existem e que serão 
utilizados nas resoluções de problemas em Geometria.

A
C

B

70º110º
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Ninguém é tão grande que não possa 
aprender, nem tão pequeno que não 
possa ensinar.” 

Esopo

“
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“Não importa o quanto a gente se afaste,
Nem mesmo o quanto lutemos para nos defendermos,
Existe um perpÉtuo ciclo, três pontos cruciais no amor.
A admiração, o apego, e a dor. 
E é nesse triÂngulo que conhecemos o nosso melhor e pior 
lados.”



O que são triângulos?
Todos os dias nós passamos por vários lugares, muitas ruas e ave-
nidas, vemos as casas, os prédios, as indústrias e muito mais, e em 
tudo que vemos, não percebemos as interações entre os elemen-
tos que formam o que vemos, nesse caminho vemos inúmeras 
figuras planas, aquelas formadas dentro de um plano, vistos em 
capítulos anteriores, essas figuras podem ser quadrados, retân-
gulos, triângulos e tantas outras que serão tratadas mais adiante, 
mas uma delas é bem especial, e existe uma parte da Matemáti-
ca dedicada exclusivamente a ela, então você me pergunta: que 
figura é essa?

Essa figura tão especial é o triângulo!

Mas o que é um triângulo? Se em uma folha em branco, o plano, 
você definir três pontos A, B e C, não colineares, ou seja, que não 
pertençam à mesma reta, ligando estes três pontos, teremos três 
segmentos de reta consecutivos, o segmento AB, BC e o segmen-
to AC, a união desses três segmentos dá origem ao triângulo.

Figura 22 - Triângulo

formado pelos pontos 
ABC O triângulo é formado por três lados, que são os segmentos AB, 

BC e AC, três vértices que são os pontos A, B e C; e por três ângu-
los internos, que somados são iguais a 180º. Estes são os elemen-
tos dos triângulos.

Figura 23 - Ângulos 
internos do triângulo

A

A

B

B

C

C
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Os triângulos se tornam especiais  porque são muito usados nas 
construções, lembrando o engenheiro que vai construir sua casa, 
ele precisará fazer vários cálculos matemáticos para que ela se 
torne uma construção segura, ele utilizará de cálculos geomé-
tricos e trigonométricos, estes baseados apenas em triângulos, 
estes cálculos permitirão que sua casa se torne uma estrutura 
rígida, sem deformações e sem perigo de “cair”. Como o triângulo 
é uma forma que “não entorta”, quantos mais triângulos forem, 
usados mais rígida a estrutura da casa fica.

Figura 24 -Triângulos 
utilizados na estrutura 

de um telhadoTodos os triângulos são iguais, ou 
existem triângulos diferentes?
Quando fazemos nossas observações enquanto caminhamos nas 
ruas de nossa cidade, conseguimos perceber que os triângulos 
aparecem de formas bem diferentes dependendo onde ele é usa-
do, na forma do telhado de uma casa ou nas formas das ferragens 
de uma torre de antena de celular, isso acontece porque eles pos-
suem  uma classificação de acordo com a medida de seus lados, 
se todos os seus lados tiverem a mesma medida, eles receberão 
o nome de equiláteros, se pelo menos dois lados têm  medidas 
iguais, serão chamados de isósceles e se nenhum lado tem medida 
igual, serão os escalenos, observe as diferenças nas figuras abaixo.

Figura 25 -Triângulo

equilátero, isóceles e 
escaleno
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Os triângulos também são classificados de acordo com seus ângu-
los, o mais usado e conhecido é o triângulo que possui um ângulo 
de 90º, o chamado triângulo retângulo, este por sinal, será o que 
mais vamos falar, porque é muito usado em várias situações.

Se o triângulo possuir todos seus ângulos internos menores que 
90º ele será chamado de acutângulo e se possuir um ângulo maior 
que 90º ele será o obtusângulo, vale lembrar que esses nomes são 
apenas para comparação, não é necessário decorar, visto que o 
mais utilizado será o triângulo retângulo. Observe as figuras.

Figura 26 - Triângulo 
retângulo, acutângulo

e obstusângulo Para quaisquer três medidas o 
triângulo existe?
Não necessariamente, para que seja possível construir um triân-
gulo, é preciso que a medida de qualquer um dos lados seja menor 
que a soma das medidas dos outros dois lados e maior que o valor 
absoluto da diferença entre essas medidas, isto é chamado de Con-
dição de existência de um triângulo.

Vamos imaginar que uma pessoa precise cercar um terreno trian-
gular, ela fez as medidas dos lados deste terreno, as medidas 
encontradas foram 20m x 15m x 5m, mas será que a pessoa fez as 
medidas corretamente? 

Para saber precisamos verificar essas medidas correspondem às 
condições de existência do triângulo.

Vamos verificar:

Se tentarmos desenhar esse triângulo vai ser possível perceber 
que ele não existe, pois dois de seus lados terão a mesma medida 
do terceiro lado, o que nos dará duas retas coincidentes.

Observando agora a Condição de existência: a soma das medidas 
de dois lados deverá sempre ser maior que a medida do terceiro lado. 

Observe as somas dos lados:
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a) 20 + 15 = 35 > 5 (atende a condição)

b) 20 + 5 = 25 > 5 (atende a condição)

c) 15 + 5 = 20 = 20 ( a soma dos dois lados é igual a do terceiro 
lado, não atende a condição) 

Portanto com essas medidas é impossível construir um triângulo, 
a pessoa deverá fazer uma nova medição, realmente as medidas 
estavam erradas, as novas medidas são 20m, 18m e 6m. E agora, 
será que elas estão corretas?

Vamos verificar se essas medidas estão atendendo às condições 
de existência do triângulo.

a) 20 + 18 = 38 > 6 (atende a condição)

b) b20 + 6 = 26 > 18 ( atende a condição)

c) 18 + 6 = 24 > 20 ( atende a condição)

Portanto, o triângulo existe e as medidas estão corretas.

Figura 27 - Triângulo 
com os lados 6, 18 e 20

Então agora você já sabe como provar a existência de um triângu-
lo, e a cada momento mais coisas interessantes vão surgindo.

Congruência de triângulos
Ahh essas palavras difíceis... Com certeza você deve estar se per-
guntando, o que significa isso? O que é congruência?

A palavra congruência tem o mesmo significado de igualdade, en-
tão, sempre que aparecer a palavra congruência ou côngruo você 
saberá que diz respeito a duas coisas iguais.

No nosso estudo de triângulos verificaremos que dois triângulos 
serão congruentes se possuírem, de maneira ordenada, lados e 
ângulos correspondentes iguais.

18

20

6
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Normalmente são utilizados “tracinhos” para indicar os lados e os 
ângulos que são iguais.

Figura 28 - Triângulos 
congruentes

Figura 29 - Triângulos 
congruentes com 
indicação de lados 
iguais

Para saber mais sobre a congruência precisamos conhecer os ca-
sos de congruência de triângulos. São três casos de congruência.

Lembre-se: congruente é a forma matemática de dizer igual.

1º caso – LAL – (lado, ângulo, lado)

Dois triângulos são congruentes se os dois tiverem dois lados 
respectivos congruentes e os ângulos formados entre esses lados 
também forem congruentes

2º caso – ALA – (ângulo, lado, ângulo)

Dois triângulos são congruentes se os ângulos respectivos deles 
forem congruentes e os lados entre esses ângulos também forem 
congruentes.

3º caso – LLL – (lado, lado, lado)

Dois triângulos são congruentes quando todos os seus respecti-
vos lados são congruentes.

Através desses casos podemos, então, analisar os triângulos e 
concluir se são ou não congruentes, mas vale lembrar que o mais 
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importante é você saber que dois ou mais triângulos são con-
gruentes se seus lados e ângulos correspondentes forem iguais, 
os casos de congruências citados são referências e não precisam 
ser decorados.

Triângulo retângulo
Este triângulo é tão especial que tem um capítulo só para ele!!!

Mas o que faz o triângulo retângulo ser tão especial?

Os triângulos retângulos são muito especiais porque através das 
relações entre seus lados, muitos cálculos podem ser feitos, e 
muitas situações em diferentes casos podem ser solucionadas.

Figura 30 - Triângulo 
retângulo

Uma pequena curiosidade sobre o estudo dos triângulos:

O ramo da Matemática que estuda o triângulo é conhecido como tri-
gonometria. A trigonometria tem muitas aplicações práticas, desde 
a antiguidade ela é usada para medir distâncias inacessíveis, ou seja, 
distâncias que não são possíveis de  serem medidas manualmente, 
como a altura de uma montanha, a largura de um grande rio, entre 
outras coisas. Para se ter uma ideia da importância da trigonome-
tria, os gregos antigos conseguiram medir a circunferência da Terra 
e a distância da Terra à Lua, usando conceitos simples de trigonome-
tria.

Figura 31 - Exemplo 
de cálculo de distância 

com triângulo 
retângulo
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Para início de conversa vamos lembrar que o triângulo retângulo 
possui um ângulo reto, e os outros dois ângulos somam 90º.

Os lados do triângulo retângulo recebem nomes especiais, e es-
tes devem ser lembrados para poder resolver situações-problema 
mais adiante. 

Os lados que partem do vértice que forma o ângulo de 90º são 
chamados de catetos, o lado inclinado que liga os dois catetos 
e que é oposto ao ângulo de 90º é chamado de hipotenusa, que 
também é o maior lado do triângulo retângulo, conforme pode-
mos verificar na figura 32.

Figura 32 -Hipotenusa 
e catetos 

O cateto do triângulo retângulo pode ser oposto ou adjacente. 
Você pode perguntar como saber qual é o oposto e qual é o adja-
cente, bem a primeira coisa é estabelecer o ângulo a ser estuda-
do, pois os catetos serão reconhecidos em relação a este ângulo.

Oposto é o cateto que está exatamente à frente do ângulo, obser-
ve a figura 33.

Figura 33 - cateto 
oposto

Adjacente é o cateto que “toca” o ângulo, que passa ao lado do 
ângulo, observe a figura 34.

Figura 34 - cateto 
adjacente

HipotenusaCateto

Cateto

Cateto oposto

α

Cateto adjacente

α
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Agora que você já conhece e reconhece um triângulo retângulo, 
vamos conversar sobre as relações que existem entre os elemen-
tos desse triângulo.

Relações Métricas no Triângulo 
Retângulo

O cateto pode ser oposto ou adjacente. 

Oposto significa situado à frente, que está em frente, então o 
cateto oposto é o cateto que está à frente do ângulo estudado.

Figura 35 - Ângulo 
de 90º no triângulo 

retângulo. 

Figura 36 - O cateto 
oposto é o cateto que 

está à frente do ângulo 
estudado.

Mas e adjacente o que é isso?

A palavra adjacente significa, está ao lado, junto de, então o cate-
to adjacente é aquele que está ao lado do ângulo estudado, que 
toca o ângulo. Como representado na figura 37.

Cateto
oposto

90º

90º
α
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Figura 37 - O cateto 
adjacente é aquele que 
está ao lado do ângulo 
estudado, que toca o 
ângulo.

Mas para que nomes tão difíceis de se guardar?

Por que esses nomes são usados desde a antiguidade, e por ra-
zões práticas nunca foram mudados.

Mas ainda falta um lado do triângulo retângulo. Este é o lado 
mais prático de se guardar, pois ele é o maior lado do triângulo 
retângulo, também é o lado que liga os dois catetos e é o lado 
inclinado do triângulo, ele é a hipotenusa.

A palavra hipotenusa, também de origem grega, significa con-
trário à. Então, fica bem fácil de definir quem é a hipotenusa, é o 
lado contrário ao ângulo reto, oposto ao ângulo reto.

Figura 38 - A 
hipotenusa é o lado 
oposto ao ângulo reto. O triângulo retângulo possui um ângulo reto de 90º, e dois ângu-

los agudos, que são menores que 90º. Esses dois ângulos agudos 
somam 90º, por isso são chamados de ângulos complementares.

As somas de todos os ângulos internos do triângulo é igual a 180º.

Figura 39 - As somas 
de todos os ângulos 
internos do triângulo é 
igual a 180º.

Hipotenusa

90º

Cateto  adjacente
α

45º

45º

90º

30º

60º

90º

CAPÍTULO 4
Triângulos

34



Agora que você já conhece cada elemento do triângulo, vamos 
fazer uma padronização para facilitar o estudo. Chamaremos a 
hipotenusa de lado a, e os catetos de lados b e c, sendo o lado a 
oposto ao ângulo A (ângulos reto); o lado b oposto ao ângulo B e 
o lado c oposto ao ângulo C.

Figura 40 - 
Representação dos 
ângulos e lados por 

letras.

c
B

C

b

a

A
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“não há maior justiça para com a vida que viver com ética.
Não aquela aprendida na escola. Ou na universidade.
Mas sim a ética de dentro. 
É saber quem somos, o que somos, e onde vamos.
É ir atrás dos sonhos mais malucos, sem usar pessoas no 
caminho.
É saber que tanto as semelhanças como as diferenças que 
nos tornam especiais.”



Você já conhece os triângulos congruentes, mas existem outros 
tipos de triângulos que são bem interessantes também, são os 
triângulos semelhantes. Mas o que tem de diferente entre os 
triângulos congruentes e os triângulos semelhantes?

Bom, os triângulos congruentes, já estudados, têm lados e ân-
gulos correspondentes iguais, já os triângulos semelhantes pos-
suem ângulos correspondentes iguais e os lados correspondentes 
proporcionais. O que significa dizer que os lados correspondentes 
são proporcionais?

Para que dois lados sejam proporcionais é necessário que a divi-
são entre eles seja sempre igual, ou seja, se pegarmos cada lado 
de um triângulo e dividir suas medidas pelas medidas dos lados 
correspondentes do outro triângulo, e o resultado for o mesmo, 
dizemos que os lados são proporcionais, esse valor é chamado de 
constante proporcional (K) ou constante de proporcionalidade, 
observe a figura:

Figura 41 - Proporcões

de triângulos
Observando a figura acima, perceba que ambos os triângulos 
foram colocados de forma que seus ângulos correspondentes fi-
cassem na mesma posição, isso para que a visualização dos lados 
correspondentes fique mais fácil, vamos ver se os lados tem pro-
porcionalidade, para isso vamos dividir as medidas de seus lados 
correspondentes:

2 = 2 = 2 = k

Como a divisão de seus lados correspondentes todas foram iguais 
a 2, temos que os triângulos são semelhantes com constante de 
proporcionalidade igual a 2.

Portanto os lados são proporcionais, o que significa que o triân-
gulo ΔABC é duas vezes maior que o triângulo ΔEDF ou que o 
triângulo ΔEDF é duas vezes menor que o triângulo ΔABC

Para mostrar que dois triângulos são semelhantes usa-se o símbo-

A

B E

4cm 3cm

D

F
65°75°

40°

C
75 °

4cm

8cm 6cm

2cm

40°

65°

4     6     8    K
2     3     4

+     +    =
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lo (~). ΔABC ~ ΔEDF (o triângulo ΔABC é semelhante ao triângulo 
ΔEDF).

Observação: Lados e ângulos correspondentes também são cha-
mados de homólogos.

Para que você perceba mais claramente se dois triângulos são ou 
não semelhantes, existe uma forma bem simples de análise, que 
são os casos de semelhança de triângulos, que são:

1º Caso ângulo ângulo (AA)

Figura 42 - Semelhança 
ângulo ângulo

Esse caso é o mais simples, pois se você observar dois triângulos 
e perceber que ambos tenham dois ângulos correspondentes 
iguais, já é o suficiente para que eles sejam semelhantes.

2º Caso lado lado lado (LLL)

Figura 43 - Semelhança 
por lado lado lado

Este caso é usado quando não se tem os valores dos ângulos do 
triângulo, então tem que se observar se os três lados são propor-
cionais, se isso acontecer, os triângulos são semelhantes.

Figura 44 -semelhança 
por lado ângulo lado
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5
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3º caso lado ângulo lado (LAL)

Se dois triângulos tem lados correspondentes proporcionais e os 
ângulos entre eles forem iguais, estes triângulos serão semelhantes.

Estes casos ajudam muito a reconhecer um triângulos semelhan-
te, porém, o principal é você perceber que serão semelhantes 
quaisquer triângulos que têm ângulos correspondentes iguais e 
lados (homólogos) correspondentes proporcionais.

Figura 45 - semelhança 
por lado ângulo lado.

Relações Métricas no triângulo 
retângulo
As relações são muito importantes em nossas vidas, precisamos 
nos relacionar com outras pessoas, conviver com elas, nos sociali-
zar para poder viver de forma harmônica, as relações interpessoais 
fazem parte de nossas vidas, manter relações nos faz dividir nossas 
angústias e sucessos com outras pessoas e isso nos faz bem.

🤔 “Tá louco rapaz!!! O que isso tem com Matemática?” 

Então, as relações também são mencionadas para mostrar que 
existem conexões entre dois ou mais elementos, é ai que entra a 
relação em Matemática.

Quando se diz que existe uma relação entre medidas, significa 
que duas ou mais medidas estão conectadas entre si.

As relações métricas nos triângulos retângulos são as relações 
entre seus lados e outros lados do mesmo triângulo, ou entre 
ângulos e lados.

No capítulo anterior você conheceu os lados do triângulo retân-
gulo, relembrando, os dois lados que partem do vértice do ângulo 
de 90º são os catetos e o lado que liga esses dois catetos, que 
está oposto ao ângulo de 90º é a hipotenusa, para que você en-
tenda as relações métricas, é preciso lembrar bem destes nomes, 
observe a figura 46.

3 67
14

75° 75°
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Figura 46 - Triângulo 
Retângulo 

A primeira relação métrica e uma das mais importantes é a rela-
ção que chamamos de Teorema de Pitágoras.

Pitágoras foi um dos grandes filósofos e matemáticos da Grécia 
Antiga, e é dado a ele a dedução dessa relação, existem várias 
fontes de pesquisa sobre sua biografia, vale a pena você dar uma 
pesquisada!

Mas o que é o Teorema de Pitágoras?

É a relação que diz que “A soma dos quadrados dos catetos é igual 
ao quadrado da hipotenusa”.

Hip2 = cat2+cat2

Chamando a hipotenusa de lado a, e os catetos de lados b e c, 
temos:

A2 = b2 + c2

Figura 47 - Catetos e 
Hipotenusa

Uma outra curiosidade que vale a pena, essa relação é chamada 
de Teorema porque ela pode ser usada para resolver qualquer 
triângulo retângulo, e foi através deste teorema que os números 
irracionais foram descobertos, quando foi calculada a hipotenusa 
de um triângulo de lado 1, chegou a √2, que foi o primeiro núme-
ro irracional conhecido.

O triângulo retângulo mais conhecido é o que possui catetos de 
medidas iguais a 3 e 4 e hipotenusa igual a 5, também chamado 
de terno pitagórico ou triângulo pitagórico, existem outros, mas 
esse é o mais utilizado,  porque vários triângulos são múltiplos 
desse terno, e você percebendo isso nem será necessário utilizar 
o teorema para resolvê-lo, observe as figuras:

HIPOTENUSA

CATETO

CATETO

A

c

b
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Figura 48 - Um 
triângulo retângulo 
3,4,5 e um triângulo 6, 
8, 10.

Perceba que o a segunda figura, é exatamente o dobro do triân-
gulo inicial.

Agora tente resolver.

Um triângulo tem catetos medindo 12 e 16, qual é a medida da 
hipotenusa? 

Figura 49 - Triângulo 
retângulo
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Resolução:  Você pode perceber que as medidas dos catetos são 
4 vezes maior que o triângulo 3, 4, 5; então chega-se a conclusão 
que:

12 = 3 x 4

16 = 4 x 4

A hipotenusa será 5 x 4 = 20.

E é possível verificar esse resultado através do Teorema, observe:

A2= b2 + c2

A2 = 122 + 162 (lembre-se, um número ao quadrado é igual a ele 
vezes ele mesmo, 12 x 12 e 16 x 16)

A2 = 144 + 256

A2 = 400

A = √400

A = 20

Conferido, nesse caso você decide se usa o Teorema ou a pro-
porcionalidade do triângulo pitagórico. Lembre-se que existem 
vários caminhos para se chegar a mesma conclusão.

Continuando você pode perguntar: existe apenas essa relação 
métrica ou existem outras relações no triângulo retângulo?

Sim, existem outras, mas para conhecê-las será necessário obser-
var outro triângulo retângulo, o que tenha traçado um segmento 
que liga o vértice do ângulo retângulo, que será marcada com h, 
e perpendicular (90º) à hipotenusa, esse segmento a dividirá em 
duas partes, m e n, observe a figura 50.

Figura 50 - Triângulo 
Retângulo

Agora podemos, então, encontrar as seguintes relações:

1) h² = m.n
2) b² = m.a
3) c² = a.n
4) b.c = a.h

Cada uma destas relações podem ser deduzidas e demonstradas, 
mas não é necessário decorá-las, pois sempre que for necessário 
utilizá-las para resolver algum triângulo, basta observar os dados 
que se tem e substituí-los na relação que melhor se adequa aos 
dados obtidos.

A

b
c

B Cm n

 h

 a
H
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Note. Anote. 
O que fazer, como fazer, o que falar.
O que vestir, o que trazer, o que levar.
Fale sobre clássicos, evite palavrões. 
Não suba na mesa, não cuspa no chão.
Viva como um rei, não olhe para o  
homem no chão. 
São tantos pontos notáveis para os quais não há 
explicação.”

“



“O ser, o ter e o fazer são como triângulo, no qual cada lado serve de apoio para os 
demais. Não há conflito entre eles”.

Shakti Gawain

Imagine que você está passando por uma rua e vê três edifícios 
idênticos, diferenciá-los se torna bastante difícil, mas prestando 
bastante atenção você percebe que cada um deles tem uma mar-
cação, um ponto ou algo que possa identificá-los, pode ser algo 
pequeno, mas que faz total diferença no momento de seu reco-
nhecimento, isso parece um exemplo bobo, mas o que veremos 
agora é mais ou menos isso, os triângulos possuem alguns pontos 
que são diferenciados pelas suas linhas notáveis, essas linhas são 
a altura, a bissetriz, a mediana e a mediatriz, todas são segmen-
tos de retas, mas a forma como elas são encontradas fazem toda 
a diferença, os pontos dos encontros de cada uma dessas linhas 
(encontro das alturas, das medianas, bissetrizes e mediatrizes) 
são chamados de pontos notáveis dos triângulos. Os pontos no-
táveis são muito importantes para o estudo dos triângulos, são 
chamados notáveis porque estão presentes na caracterização e 
formação de todo e qualquer triângulo. Tudo parece igual, mas 
será mesmo?

Para iniciar a nossa conversa temos que conhecer essas linhas e o 
que significa o encontro delas dentro de um triângulo, para cada 
uma delas, teremos um ponto notável diferente, vamos iniciar 
pela altura.

A altura é o segmento de reta que une um vértice ao lado oposto 
a ele, este lado é chamado de reta suporte da altura, formando 
um ângulo de 90º. Cada vértice do triângulo forma uma altura 
com o lado oposto (suporte), então, um triângulo possui três seg-

Figura 51 - Triângulo 
com as três alturas.

mentos de reta que são as alturas. Em um triângulo de vértices A, 
B e C, traçando as alturas você perceberá que elas serão os seg-
mentos AM, BN e CO, onde AM é perpendicular a BC, BN é per-
pendicular a AC e CO é perpendicular a AB. Observe a figura 51.

Analisando a figura você pode observar que as três alturas têm 
em comum um ponto, que é onde as três se interceptam (cruzam), 
este ponto é o notável ortocentro, que na figura 52 é identificado 
pelo ponto O.

A segunda linha notável no triângulo é a bissetriz do triângulo.

A
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A bissetriz é o segmento de reta que parte de um dos vértices do 
triângulo ligando-o ao lado oposto a ele, este segmento divide o 
ângulo ao meio, ou seja, em duas partes iguais, observe a figura 
com o triângulo ABC, o segmento AS é uma das bissetrizes do 
triângulos.

Além da bissetriz AS o triângulo possui mais duas que são os seg-
mentos BT e CK, portanto, o triângulo possui três bissetrizes.

Figura 52 - Triângulo 
com o encontro das 

três alturas, com a 
identificação do ponto 

O, ortocentro.

Figura 53 - Triângulo 
ABC com a bissetriz AS.Em um triângulo quando são traçadas as três bissetrizes, você 

observará um ponto de encontro entre as três, esse ponto é o 

Figura 54 - Triângulo 
com as três bissetrizes.
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notável incentro, representado pelo ponto I. Observe a figura 55.

Figura 55 - Triângulo 
com as três 
bissetrizes e o ponto 
I, representando o 
incentro.

A característica mais importante do incentro é que ele é o cen-
tro de uma circunferência que fica dentro do triângulo, com um 
ponto tangenciando (tocando) cada um dos lados do triângulo, 
dizemos que essa circunferência está inscrita no triângulo.

Figura 56 - Triângulo 
com a circunferência 
inscrita.

A terceira linha é a mediana do triângulo.

A mediana é o segmento de reta que une um dos vértices do 
triângulo ao ponto médio do lado oposto a esse vértice, então 
podemos dizer que a mediana divide o lado do triângulo em duas 
partes iguais. No triângulo ABC abaixo, o segmento de reta AM é 
uma das medianas.Figura 57 - Triângulo 

com a mediana AM.
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Como para cada vértice existe uma mediana, temos no triângulo 
ABC, os segmentos AM, BN e CP, as três medianas do triângulo.

Figura 58 - Triângulo 
com as três medianas.Na figura é possível notar que as três medianas se cruzam, nesse 

ponto de encontro das medianas, temos o ponto notável baricen-
tro, representado na figura pela letra G.

Nesse caso temos uma curiosidade, a letra G, vem de gravidade, 
porque o baricentro é o centro de gravidade do triângulo, mas 
esse assunto será mais aprofundado no estudo da Geometria 
Analítica.

Figura 59 - Triângulo 
com a representação 

do ponto G.
Agora, observe a figura 59 e note que a distância entre o vértice e 
o baricentro é igual a 2/3 da medida da mediana, e que a distância 
entre o baricentro e o lado do triângulo é igual a 1/3 da medida 
da mediana.

Figura 60 - 
Representação da 

proporcionalidade da 
mediana
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Continuando veremos agora a última linha que nos dá o último 
ponto notável do triângulo. Vamos lá!

A mediatriz de um triângulo é a reta perpendicular (forma um 
ângulo de 90º) ao ponto médio de um dos lados do triângulo. O 
que diferencia a mediatriz da mediana é que enquanto a mediana 
é um segmento de reta, com início em um vértice e termino no 
lado oposto a esse vértice, a mediatriz é uma reta que passa pelo 
ponto médio do lado do triângulo, as duas tem em comum dividir 
o lado do triângulo em duas partes iguais.

O triângulo ABC, tem a mediatriz passando pelo ponto M do lado 
do triângulo.

Figura 61 - Triângulo 
com uma das 
mediatrizes.

Como o triângulo tem três lados, para cada lado uma mediatriz.

Figura 62 - Triângulo 
com as três 
mediatrizes.

O ponto de encontro das três mediatrizes do triângulo é o ponto 
notável circuncentro.

Figura 63 - Triângulo 
com as três 
mediatrizes com a 
marcação do ponto O 
do circuncentro.

A

B C

O

M
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O circuncentro está a uma mesma distância dos três vértices do 
triângulo, o que nos leva a perceber que este ponto é o centro de 
uma circunferência que passa pelos três vértices, ou seja, ela está 
circunscrita no triângulo, o triângulo está dentro dessa circunfe-
rência.

Figura 64 - 
Triângulo com as 
três mediatrizes, 

circuncentro e 
a circunferência 

circunscrita.

Além das linhas estudadas, vale lembrar que toda linha que parte 
de um vértice do triângulo e une ao seu lado oposto ou prolonga-
mento é chamada de cevianas.

Figura 65 - Triângulo 
com várias cevianas.Os triângulos são figuras fantásticas, estão em todos os lugares e 

existem muitos e muitos estudos sobre eles, pois existem muitas 
aplicações em várias áreas, como na construção civil, você pode 
estar se perguntando onde estão as demonstrações, mas o nos-
so intuito é focar nos conceitos práticos, sem as demonstrações 
rigorosas.

O

A

A1 B A2 C A3
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Relações trigonométricas no 
triângulo retângulo
Além das relações métricas estudadas no capítulo anterior, exis-
tem outras que são usadas quando serão relacionadas as medidas 
dos lados em relação ao ângulo estudado, que será chamado de 
ângulo de referência, essas relações podem ser representadas 
pelas razões seno, cosseno e tangente.

Mas o que são essas relações e para que servem?

Na antiguidade as razões trigonométricas foram utilizadas para 
cálculos de distâncias inacessíveis e até mesmo para calcular 
distâncias astronômicas, como a distância da Terra até a Lua, 
por exemplo, hoje utilizamos a trigonometria em várias setores 
como na Engenharia, topografia, na mecânica e em muitas outras, 
seu uso é importante para poder determinar distâncias que são 
difíceis ou impossíveis de se obter diretamente, como distâncias 
sobre um rio ou mar, altura de uma montanha entre muitas  
outras coisas, e isso se deve justamente porque ela nos permite 
estabelecer relações entre os lados e os ângulos de um triângulo 
retângulo. 

Vamos então conhecer essas razões!

No capítulo anterior você viu o que é um triângulo retângulo e 
seus elementos, vamos revisar observando a figura 65.

Figura 65 - Um 
triângulo retângulo 
A,B,C com ângulo reto 
em A, identificado os 
catetos e a hipotenusa. Observando a figura vemos os vértices A, B e C, que o ângulo 

de 90º está em A, o segmento AB é um cateto, o segmento AC 
é o outro cateto e o segmento BC é a hipotenusa. Agora, vamos 
pensar também nos dois ângulos agudos do triângulo e vamos 
chama-los de α e β, sendo α o ângulo do vértice em B e β o ângulo 
de vértice C.

Vamos estudar três razões trigonométricas no triângulo retângu-
lo, são elas:

Razão seno (sen): O seno de um ângulo no triângulo retângulo 
é a razão entre o cateto oposto ao ângulo de referência e a 
hipotenusa.

A

B

C

HIPOTENUSA

CATETO

CATETO
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Para cada ângulo agudo teremos uma razão seno. Observe:

Para o ângulo α:

sen α = cateto oposto = c
   	      hipotenusa       a 

Para o ângulo β:
sen β = cateto adjacente = b

   	         hipotenusa         a

Razão cosseno (cos): O cosseno de um ângulo no triângulo re-
tângulo é a razão entre o cateto adjacente e a hipotenusa

Figura 68 - Triângulo 
com todos os 

elementos, indicando 
os catetos  

e os ângulos α e β

Lembre-se que o cateto adjacente ao ângulo de referência é 
aquele que está ao lado do ângulo, observe a figura 68	

Sempre ocorre uma dúvida, a hipotenusa não pode ser o cateto 
adjacente, já que ela também está do lado do ângulo?

A resposta é não, você deve lembrar que catetos sempre partem 
do vértice do ângulo de 90º e a hipotenusa é o lado oposto ao 
ângulo de 90º.

Para cada ângulo agudo teremos uma razão cosseno. Observe:

Para o ângulo α:

cos α = cateto adjacente = b
   	        hipotenusa          a 

B

α

A

a
b

c

 β
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Figura 67 - Triângulo 
com todos os 

elementos, indicando 
os catetos  

e os ângulos α e β
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Para o ângulo β:
cos β = cateto adjascente = c
                         hipotenusa                     a

Você percebeu que existe uma relação bem importante entre as 
razões seno e cosseno? 

Não?

Então observe com atenção e perceberá que o seno de um ângulo 
é o cosseno do seu complementar.

sen α = c = cos β = c, pode-se dizer que sen α = cos β 
   	   a                   a  

sen β = c = cos α = c, pode-se dizer que sen β = cos α 
   	   a                   a  

Essa relação será bem importante na resolução de algumas situa-
ções envolvendo o triângulo retângulo. 

Razão tangente (tan): A razão tangente é a razão entre o ca-
teto oposto ao ângulo de referência e o cateto adjacente ao 
ângulo de referência.

Lembre-se que o cateto oposto ao ângulo de referência é aquele 
que está diretamente a frente do ângulo, observe a figura 67.

Para cada ângulo agudo teremos uma razão seno. Observe:

Para o ângulo α:

tan α =     cateto oposto
               cateto adjacente

tan α = c
               b

Para o ângulo β: 

tan β =     cateto oposto
               cateto adjacente

tan β = b
               c

No caso das tangentes também encontramos uma relação bas-
tante importante;

A tangente de um ângulo será sempre igual a razão entre o seno 
e o cosseno deste mesmo ângulo, observe:

tan α = senα que fica tan α = c/a,  
               cosα                                b/a

resolvendo a divisão de frações, encontramos:

tan α = c
               b 

o mesmo ocorre com a tangente de β.
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30 30° 60°
SEN 1

2
√2
2

√3
2

COS √3 
2

√2
2

1
2

TAN 1 √3

Ângulos notáveis
Você percebeu que em todos os casos de razões trigonométricas, 
as relações eram entre ângulos e lados, existe uma tabela, bem 
grande por sinal, que é a tabela trigonométrica, nela será encon-
trado todos os valores de seno, cosseno e tangente dos ângulos 
de 0º a 90º, mas normalmente em resoluções de situações-pro-
blema que envolvem as razões trigonométricas no triângulo 
retângulo alguns ângulos aparecem com mais frequência, estes 
ângulos são chamados de ângulos notáveis e são os ângulos de 
30º, 45º e 60º, seus valores são tão usados que acabam sendo 
memorizados, mas não se preocupe, tabelas existem para serem 
consultadas, a memorização acontece, mas não é necessária. 

Abaixo a tabela com os valores dos senos, cossenos e tangentes 
dos ângulos notáveis.

Figura 69 - Tabela com 
os valores dos senos, 
cossenos e tangentes 
dos ângulos notáveis.
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“A simetria doce e perfeita como a de um deus,
Afinal, como se pode atribuir algo assim a uma forma tão 
singela?
Apesar de toda a simplicidade,
No que nos passa mais tranquilidade,
Que a solidez de um quadrado?”



Conceitos e elementos
Após termos conversado bastante sobre os triângulos e suas 
características, agora é a vez dos quadriláteros, mas o que são 
quadriláteros?

Passeando pelas ruas, e observando as fachadas dos edifícios, as 
quadras de tênis, futebol, vôlei, a forma da estrutura de telhados, 
e mesmo em nossas casas, a forma das paredes, da maioria dos 
tampos das mesas e assentos de cadeiras, o que você pode perce-
ber de comum em tudo isso?

Não será tão difícil perceber que todos tem em comum a sua for-
ma, que possui 4 lados, a maior parte das estruturas que conhece-
mos são assim, e elas são chamadas de quadriláteros. Observe as 
figuras:

Figura 70 - 
Quadriláteros no dia-
a-dia.
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Mas o que são esses tais quadriláteros?

Lembra do plano do primeiro capítulo? Então, pegando aquela 
folha de papel e marcando 4 pontos distintos (diferentes) com 
três deles não colineares A, B, C e D, ligando esses pontos, tere-
mos 4 segmentos de reta, os segmentos AB, BC, CD e AD, esses 
segmentos formam o quadrilátero no plano, então podemos 
definir o quadrilátero como a figura formada por 4 pontos A, B, C e 
D, pelos vértices formados por eles e pelos segmentos (lados)que os 
unem, observe a figura 70.

Figura 71 - Vários 
quadriláteros de 

formas diferentes.

Perceba que todos os quadriláteros possuem:

• 4 segmentos de reta que são os lados: AB, BC, CD e AD.

• 4 vértices: A, B, C e D.

• 4 ângulos: ABC, BCD, CDA e BAD.

• 2 diagonais: AC e BD ( as diagonais são os segmentos de reta 
que ligam dois vértices opostos).

Figura 72 - 
Identificando cada 

elemento.

Os quadriláteros possuem lados consecutivos e lados opostos, 
observando a figura 73, é possível perceber que os lados consecu-
tivos são os dois lados que partem de cada um dos vértices, por 
exemplo a partir do vértice A partem os lados de segmento AD e 
AB, então, esses são lados consecutivos, já os lados opostos são os 
lados que estão um exatamente em frente ao outro, por exemplo 
os lados de segmento AD e BC são opostos.

A B

D C

AB

CD

BCAD

AC BD
ABC

BCD

BAD

CDA

^ ^ ^ ^
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Figura 73 - 
Quadriláteros 
demonstrando os  
lados consecutivos  
e opostos.

Quadriláteros Notáveis – 
Classificação
Agora que você já conheceu os quadriláteros podemos continuar 
nossa conversa discutindo algumas características destas figu-
ras, alguns quadriláteros são chamados de notáveis, porque eles 
possuem algumas propriedades (características) bastante parti-
culares, são eles, os trapézios, os paralelogramos, os retângulos, 
os losangos e os quadrados. Os notáveis podem ser classificados 
em duas “famílias”, a família dos paralelogramo e a família dos 
trapézios.

Os pertencentes de uma família, são aqueles quadriláteros que 
possuem características iguais, os pertencentes à família dos 
paralelogramos, são os quadriláteros que possuem quatro la-
dos paralelos dois a dois, ou podemos dizer também que são os 
quadriláteros que possuem lados opostos paralelos, o que dá na 
mesma situação. 

Os paralelogramos são os retângulos, os quadrados, os losangos 
e os próprios paralelogramos, por esse motivo podemos dizer 
que todo quadrado, todo retângulo e todo losango também são 
paralelogramos, porém pequenas características os diferenciam, 
vamos ver essas características. Vamos começar pelo próprio 
paralelogramo, além da propriedade já falada anteriormente, que 
eles possuem quatro lados paralelos dois a dois, ainda podemos 
dizer que, os lados opostos tem mesma medida (congruentes), as 
diagonais se cortam exatamente nos seus pontos médios, ou seja, 
exatamente na metade delas, o paralelogramo possui um par de 
lados paralelos “inclinados” portanto possui dois ângulos agudos 
opostos e iguais e dois ângulos obtusos opostos e iguais (ângulos 
opostos são congruentes).

A B

D C

AB

CD

BCAD

Lados consecutivos

A B

D C

AB

CD

BCAD

Lados opostos
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Figura 74 - 
Paralelogramo.

Observe a figura 75. O segundo membro da família dos paralelo-
gramos é o retângulo, além das características dos paralelogra-
mos, vale também dizer que eles  possuem os 4 ângulos retos e 
suas diagonais têm a mesma medida (são congruentes).

Figura 75 - Retângulo.

O losango é todo paralelogramo que possui os lados adjacentes 
iguais (congruentes), e além das propriedades dos paralelogra-
mos, temos também que em todo losango as suas diagonais são 
perpendiculares (formam ângulos de 90º) e estão nas bissetrizes 
de seus ângulos internos, lembrando que as bissetrizes são as 
retas que dividem um ângulo em duas partes iguais. No losango, 
teremos dois ângulos opostos agudos e os outros dois obtusos.  
Observe a figura 76.

Figura 76 - Losango.

A B

D C

A B

D C

D B

A

C
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E por último veremos o quadrado, o quadrado é quadrilátero mais 
interessante, pois ele é retângulo e losango ao mesmo tempo. No 
quadrado valem todas as propriedades do retângulo e todas as 
propriedades do losango.

Figura 77 - Quadrado.

Normalmente dizemos que o quadrado é o retângulo que possui 
todos os lados iguais, então vale lembrar que todo quadrado é 
retângulo, mas nem todo retângulo é quadrado, pois para ser qua-
drado os 4 lados tem que ter a mesma medida.

Vale também dizer que todo  quadrado é losango, mas nem todo 
losango é quadrado, pois para ser quadrado é necessário que os 4 
ângulos internos sejam iguais a 90º.

No esquema abaixo você terá um resumo deste conceito:

Figura 78 - Esquema 
dos quadriláteros.

Agora vamos estudar a “família” dos trapézios, esse quadrilátero 
tem características bem particulares, eles possuem dois lados 
paralelos, e dois lados chamados transversais ou transversos (são 
lados inclinados), observe a Figura 78, temos o trapézio ABCD, 
com os segmentos AB, BC, CD e AD; pela figura você percebe que 
os lados de segmentos AB e CD são paralelos, ou seja, todos os 
seus pontos tem a mesma distância entre si, esses dois lados são 
chamados de bases do trapézio, o segmento AB, é a base menor e 

Paralelogramos

Retângulos LosangosQuadrados
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o segmento CD é a base maior do trapézio. Os lados de segmentos 
AD e BC são os lados transversos (inclinados). Em um trapézio os 
ângulos internos formados por um lado transverso quando cruza 
com os lados paralelos, são suplementares, ou seja, somam 180º.

Figura 79 - Trapézio.

Os trapézios podem ser isósceles, retângulos ou escalenos.

Os isósceles são trapézios que possuem os lados transversos 
iguais e os ângulos formados entre os lados transversos e uma 
das bases também são iguais (congruentes).

Figura 80 - Trapézio 
isósceles.

Já os trapézios retângulos são aqueles que possuem dois ângulos 
retos, ou seja um dos lados transversos é perpendicular às bases.

Figura 81 - Trapézio 
retângulo.

A B

D C

A B

D C

A B

D C
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E por fim temos o trapézio escaleno, que é o trapézio que possui 
todos os lados desiguais, ou seja, os lados não paralelos possuem 
medidas diferentes.

Figura 82 - Trapézio 
escaleno.

Os trapézios possuem algumas linhas notáveis comuns a todos 
eles, as diagonais do trapézio são os segmentos de reta que ligam 
dois vértices opostos, ele possui duas diagonais. A altura do 
trapézio é o segmento de reta perpendicular às bases e que fica 
entre elas. 

Base Média do trapézio
Uma das características mais importantes do trapézio é a Base 
Média, essa base média é o segmento que une os pontos médios 
dos lados transversos do trapézio e é paralelo às suas bases.  
Dizemos que a base média dos trapézios é igual a semi-soma de 
suas bases.

A semi-soma é a soma das medidas da base menor e da base 
maior dividida por 2. Fazendo esse cálculo é possível encontrar  
a medida do segmento que liga os pontos médios. Para o cálculo 
fazemos o seguinte: Em um trapézio ABCD, onde AB e CD são  
as bases.

Bm = (AB + CD)
                    2        

O segmento MN é a base média

Figura 83 - Trapézio 
com a base média.

A B

D C

A B

D C

  M   N

b'

  b
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Uma aplicação bem interessante da base média é o cálculo das 
medidas dos degraus de uma escada.

Figura 86 - Escada.

Além dos paralelogramos e dos trapézios ainda existe uma tercei-
ra “Família” de quadriláteros, que são aqueles que não possuem 
paralelismos entre seus lados.

Figura 87 - 
Quadriláteros 

quaisquer.
Com isso vimos que os quadriláteros são bastante importantes 
na nossa vida cotidiana, muitos dos objetos que utilizamos, e na 
grande maioria das construções as formas mais utilizadas são 
eles, os quadriláteros.

D

Figura 84 - Diagonais 
do Trapézio

Figura 85 - altura do 
Trapézio

A B

C

E

base  menor b'

base  maior b

altura (h)
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As formas mais fantásticas
são aquelas flexíveis,
que nos fazem imaginar e acreditar
que não há coisas nenhumas que sejam 
impossíveis.”

“



Definição e elementos
Após termos conversado bastante sobre os triângulos e quadrilá-
teros, vamos ver agora o que são os polígonos. Só por curiosida-
de, a palavra polígono vem da junção de duas palavras gregas e 
significa poli = muitos e gonos = ângulos, então polígonos signifi-
ca muitos ângulos. Vamos lá então? 

Por definição quando, em um plano, temos uma sequência de 
três ou mais pontos, consecutivos e não colineares, a reunião dos 
segmentos de reta consecutivos formados por esses pontos é um 
polígono. De forma mais prática podemos dizer que um polígono 
é uma figura fechada formada apenas por segmentos de reta.

Figura 88 - (A) 
Polígonos e  (B) figuras 
que não são polígonos. Não existem polígonos de um ou dois lados, o menor polígono 

tem 3 lados, que é o nosso conhecido triângulo. 

Os polígonos são caracterizados pelos seguintes elementos: 
ângulos, vértices, diagonais e lados. O número de vértices de um 
polígono é igual ao número de lados e ângulos deste polígono.

Se pegarmos um polígono qualquer ABCDEF (figura), os pontos 
A, B, C, D E e F são os vértices do polígono, os segmentos AB, BC, 
CD, DE, EF e AF são os lados do polígono, o encontro dos segmen-
tos AB e BC, BC e CD, CD e DE, DE e EF, EF e AF, AF e AB são os 
ângulos do polígono, os ângulos são representados por ABC, BCD, 
CDE, DEF, EFA e FAB.

Figura 89 - Polígono 
com todos os 
elementos. A

B

C D

E

F

(A) (B)

^ ^ ^ ^
^ ^
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A diagonal do polígono é o segmento de reta que tem como ex-
tremidades dois vértices não consecutivos do polígono, na figura 
o polígono ABCD, tem como diagonais os segmentos AC e BD.

Figura 90 - Polígonos 
com as diagonais.Existe uma forma bem simples de calcular o número de diagonais 

de um polígono, basta multiplicar o número de lados do polígono 
pelo número de lados menos 3, e o resultado dividir por 2, mate-
maticamente fica assim:

d = n. (n-3)
            2

Onde d é o número de diagonais e n é o número de lados do po-
lígono. Vale lembrar que o triângulo é o único polígono que não 
possui diagonais.

Em relação à sua forma, os polígonos podem ser convexos e 
não-convexos (côncavos), para facilitar o entendimento, observe 
que abaixo estão duas figuras representando dois polígonos de 5 
lados, o polígono ABCDE e o polígono FGHIJ.

Figura 91 -Polígonos 
de 5 ladosExiste uma forma bem prática de identificar qual é o polígono 

convexo e qual é o polígono côncavo, basta desenhar uma reta 
nesse polígono e verificar, se essa reta cruzar no máximo em dois 
pontos do polígono ele será convexo, se essa reta cruzar em mais 
de dois pontos do polígono ele será côncavo. Observe a figura 89. 
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C

D

A

B C

D

E F
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G
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Figura 92 - (A) Polígono 
convexo e (B) polígono 
côncavo. 

O interior de um polígono é chamado de superfície poligonal. 

Apesar de os polígonos serem convexos ou côncavos, o nosso 
estudo será baseado apenas nos polígonos convexos.

Como tudo que existe possui nome, os polígonos não poderiam 
ser diferentes, eles recebem nomes de acordo com a quantidade 
de lados que possuem, não se assuste com os nomes, pois esses 
nomes são formados pelos prefixos gregos ou latinos dos nomes 
dos números seguidos por gonos, por exemplo 5 é penta, o po-
lígono de 5 lados é o pentágono. Na tabela abaixo estão os no-
mes dos polígonos mais conhecidos. Lembre-se que é importante 
lembrar dos nomes dos polígonos, mas não é necessário decorá-
-los, conforme o uso você vai guardando os nomes naturalmente, 
mas se esquecer, recorra a tabela.

Existem polígonos com centenas de lados, é muito interessante 
perceber que quantos mais lados, mais parecidos com uma circun-
ferência os polígonos serão.

Figura 93 - Tabela de 
polígonos.

A

B
C

D

E
F

G
H

I

J

(A) (B)

3 LADOS
Triângulo

4 LADOS
Quadrângulo ou 

Quadrilátero

5 LADOS
Pentágono

6 LADOS
Hexágono

7 LADOS
Heptágono8 LADOS

Octógono
9 LADOS

Eneágono

10 LADOS
Decágono

11 LADOS
Undecágono

12 LADOS
Dodecágono

15 LADOS
Pentadecágono20 LADOS

Icoságono
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Figura 94 - Polígono 
com mais de 20 lados 

iguais.

Polígonos Regulares
Já vimos que os polígonos podem ser convexos e côncavos, co-
nhecemos elementos e seus nomes, agora vamos discutir o que 
são os polígonos regulares e os irregulares, este caso também é 
bastante fácil, porque para ser regular o polígono tem que ter to-
dos os seus lados congruentes, ou seja, todos os lados devem ter 
a mesma medida, eles têm que ser iguais, qualquer outro polígo-
no que não tenha os lados iguais, são irregulares.

O polígono regular pode ser chamado de equilátero, por exemplo 
o triângulo com os lados iguais são triângulos equiláteros, o qua-
drado possui todos os lados iguais, então ele é um quadrilátero 
equilátero.

Figura 95 - Triângulo 
e um quadrado 

mostrando seus  
lados iguais.

O polígono que possui todos os ângulos iguais são chamados 
de equiângulo, o triângulo equilátero, o quadrado e o hexágono 
regular, são exemplos de polígonos equiângulos.

a a b

b

a
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Figura 96 - Triângulo 
equilátero, o quadrado 
e o hexágono regular, 
com a representação 
de seus ângulos.

Ângulos internos e ângulos 
externos (polígono Convexo)
Todo polígono possui ângulos, como já estudado anteriormente, 
esses ângulos podem ser internos (dentro) ao polígono e também 
podem ser externos (fora) do polígono.

Figura 97 - Polígono 
com as representações 
dos ângulos internos e 
externos. Agora vamos conversar e compreender como se faz para encon-

trar a soma dos ângulos internos de um polígono convexo qual-
quer, é importante saber que quantos mais lados têm o polígono, 
maior será a soma dos ângulos internos e essa soma vai depender 
das diagonais que partem de um mesmo vértice do polígono. 

Vamos iniciar essa conversa com o cálculo da soma dos ângulos 
internos de um triângulo, mas como o triângulo não tem diago-
nal, vamos imaginar um quadrilátero, lembrando que usaremos 
apenas as diagonais que partem de um mesmo vértice do polígo-
no. Observe o retângulo ABCD a seguir:
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Figura 98 - Retângulo 
ABCD.

Traçando a diagonal que parte do vértice A, encontramos o seg-
mento de reta AC, que é a diagonal, perceba que essa diagonal 
divide o retângulo em dois triângulos iguais, como o retângulo 
possui 4 ângulos retos (90º), a soma dos ângulos internos dele é 
de 4x90º = 360º, como ele foi dividido em dois triângulos, che-
gamos à conclusão de que cada triângulo tem a soma dos ângu-
los internos igual a metade da soma dos quadriláteros, ou seja 
360º/2 = 180º.

Com isso  temos que a soma dos ângulos internos de qualquer tri-
ângulo é igual a 180º e a soma dos ângulos internos de qualquer 
quadrilátero é igual a 360º.

Figura 99 - 
Representação do 
triângulo e de um 

quadrilátero com a 
soma de seus  

ângulos internos.
Continuando com esse pensamento se traçarmos as diagonais 
de um pentágono regular que se origina de um mesmo vértice 
veremos que o pentágono será divido em 3 triângulos, como cada 
triângulo tem a soma dos ângulos internos igual a 180º, e no pen-
tágono temos 3 triângulos, teremos 3x180 = 540º. Figura 100 - 

Representação do 
pentágono dividido em 

três triângulos .

A

B D

E

A

B C

D A

B C

D

B C

D

60o 

60o 

30o 

30o 

30o 

60o 

Diagonal 4 x 90o = 360o 30o + 60o + 90o = 180o
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No hexágono regular se fizermos o mesmo processo, encontrare-
mos 4 triângulos, então 4x180º = 720º, e assim sucessivamente.

Figura 101 - Hexágono 
dividido em 6 
triângulos. Agora, observe atentamente o processo ocorrido nas figuras 

estudadas:

Triângulo, 3 lados – 1 triângulo, 1x180º = 180º

Quadrilátero, 4 lados – 2 triângulos, 2x180º = 360º

Pentágono, 5 lados – 3 triângulos, 3 x 180º = 540º

Hexágono, 6 lados – 4 triângulos, 4 x 180º = 720º

Você consegue perceber que a quantidade de triângulos forma-
dos pelas diagonais é sempre igual ao número de lados do po-
lígono menos 2.  E para calcular a soma dos ângulos internos do 
polígono basta multiplicar essa diferença por 180º. Com isso po-
demos escrever um modelo matemático para calcular a soma dos 
ângulos internos de qualquer polígono convexo regular, que é: 

S(ai)=(n-2).180º 

Onde S(ai) é a soma dos ângulos internos do polígono e (ai) é o 
número de lados do polígono.

Se caso você tem a soma dos ângulos internos do polígono e 
precisa encontrar o valor de cada ângulo, basta dividir a soma dos 
ângulos internos pelo número de lados do polígono.

ai = S(ai)
       n 

E possível, também, utilizar a fórmula da soma dos ângulos inter-
nos do polígono para calcular o número de lados dele, para isso é 
necessário que se tenha a soma dos ângulos internos.

E como se calcula a soma dos ângulos externos de um polígono 
convexo regular?

A primeira coisa que tem que se saber é que a soma dos ângulos ex-
ternos, não é a soma de tudo que está fora do polígono, para essa 
soma é necessário que se faça um prolongamento de cada lado do 
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polígono, só assim conseguimos visualizar os ângulos externos. 

Figura 102 - 
Polígono com os 

lados prolongados 
evidenciando os 

ângulos internos e os 
ângulos externos.

Figura 103 Hexágono e 
seus ângulos internos 

e externos

Observando a figura você verá que para cada ângulo interno 
existe um externo, e que os dois juntos formam um ângulo raso 
(180º), ou seja eles são suplementares, por isso para qualquer que 
seja o polígono, independentemente do número de lados.

A soma de seus ângulos externos será sempre igual a 360º.

Observe o hexágono abaixo, como ele é regular cada ângulo in-
terno mede 120º, o seu suplementar é igual a 60º, este é o ângulo 
externo, como o hexágono tem 6 lados e 6 ângulos iguais, multi-
plicamos os 60º por 6, o que nos dá 360º.

São muitos os conceitos, mas não se preocupe, com o estudo e a 
prática, rapidinho tudo estará fixado.
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“Qual a razão do céu e a terra?
Qual a razão para sabermos como vivemos e morremos?
Em um mundo sem razões, explicações onde se 
encontram?
Tão somente nas formas mais complexas é que simples 
razÕes naturalmente aparecem.”
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Um dos assuntos mais importantes da Geometria plana, é o es-
tudo das áreas dos polígonos. Em praticamente todo o ramo da 
construção civil, da Engenharia, da produção de papel, de pisos e 
revestimentos, tintas, e muitas outras coisas, o estudo da área é 
utilizado. Por exemplo, na construção civil, precisamos dos cál-
culos das áreas para saber a quantidade de tijolos que devem ser 
comprados para a construção de uma parede, para isso o enge-
nheiro precisa saber quantos tijolos cabem em um metro quadra-
do (um quadrado de 1 metro de lado), e a quantidade de metros 
quadrados da parede, com esses dados ele multiplica o número 
de tijolos por metro quadrado pela quantidade de metros qua-
drados da parede para saber quantos tijolos serão necessários, 
esse cálculo vai acontecer em muitas outras situações, outros 
exemplos práticos do cálculo da área é como saber qual a quan-
tidade de tinta necessária para pintar uma parede, a quantidade 
de telhas para cobrir o telhado, a quantidade de pisos necessários 
para cobrir a superfície de uma sala entre outras centenas de 
situações.

Quando se fala em cálculos das áreas dos polígonos, logo se lem-
bra das tantas fórmulas necessárias e isso assusta muita gente, 
mas como já foi dito em capítulos anteriores, o uso de fórmulas 
nem sempre são necessários, desde que você entenda como um 
cálculo é feito.

Vamos ver isso!

Em toda figura plana poligonal, vamos ter em comum o compri-
mento e a largura, pois essas figuras são bidimensionais, que 
tem apenas duas dimensões, com a multiplicação dessas duas 
medidas, teremos a área do polígono, basicamente o estudo das 
áreas depende desse conceito, a área de um polígono é dada pelo 
comprimento multiplicado pela largura do polígono, com peque-
nas variações, porque em alguns casos, teremos que fazer uma 
divisão por 2, mas isso veremos mais adiante.

Figura 104 - Retângulo 
com a marcação do 
comprimento e da 
largura.

A

L
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Perímetro de um polígono
Antes de iniciar nossa conversa sobre áreas, é preciso lembrar-se 
de outro conceito, o perímetro, que às vezes causa confusão. O 
perímetro de uma figura é a medida de seu contorno, no estudo 
dos polígonos podemos dizer que o perímetro é soma das medi-
das de todos os lados da figura. Vamos ver um exemplo bastante 
fácil de entender, imagine que você precise comprar madeira para 
fazer os rodapés da sua sala, você precisará medir o comprimen-
to de cada parede da sala e depois somar todas essas medidas 
para encontrar o total de madeira que vai comprar, nesse caso 
você calculou o perímetro da sala, o contorno dela, o perímetro é 
linear, tem apenas uma medida, o comprimento, observe o pentá-
gono abaixo.

Figura 105 - Pentágono 
regular. 

Como o pentágono regular tem todos os lados iguais, para calcu-
lar seu perímetro basta multiplicar 5 pela medida do lado, imagi-
ne que a medida de cada lado seja 6 cm, temos:

P = 5.6, então o perímetro será 30cm.
Figura 106 - Pentágono 

de 6cm de lado.

6cm
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O mesmo ocorre com polígonos irregulares, basta somar as medi-
das de cada um dos lados. Observe a figura abaixo.

Figura 107 - Polígono 
com lados de medidas 
3, 4, 5, 3, 6 e 2cm. Para calcular seu perímetro basta encontrar a soma das medidas 

dos lados:

P = 3 + 4 + 5 + 3 + 6 + 2

P = 23cm

Bom, sabendo o que é o perímetro, podemos voltar ao estudo 
das áreas.

Áreas dos polígonos
A área é a superfície poligonal, ou seja, a parte interna do polígo-
no, o que está limitado pelas linhas poligonais.

Figura 108 - Alguns 
polígonos com sua 
parte interna pintada, 
mostrando a superfície 
poligonal.

Vamos ver agora como se faz para calcular a área dos polígonos.

3

4
5

6

3

2
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Vamos imaginar que em uma superfície poligonal existam vários 
quadradinhos, o nosso cálculo tem como objetivo encontrar a 
quantidade de quadradinhos que existem nessa superfície. Ob-
serve o retângulo na Figura 108.

Figura 109 - Retângulo 
quadriculado. 

A primeira coisa que podemos fazer é contar a quantidade de 
quadradinhos que estão dentro do retângulo, com essa contagem 
encontraremos a área, mas na grande maioria das vezes esses 
quadradinhos não serão apresentados, então, contar não resolve 
o problema, mas existe uma forma muito prática de fazer esse 
cálculo, no retângulo quadriculado abaixo (figura 107), temos que 
no seu comprimento existem 6 quadradinhos e na sua largura, 
existem 3 quadradinhos, na figura é possível perceber que exis-
tem 3 fileiras de 6 quadradinhos, contando cada uma teremos 6 
+ 6 + 6, o que nos dá 18 quadradinhos, esta é a área desse retân-
gulo. Lembrando que para o cálculo da área basta multiplicar o 
comprimento pela largura da figura, podemos dizer que a área do 
retângulo é igual a 6.3 = 18 quadradinhos.

A unidade de medida da área será a unidade de medida do lado 
da figura elevada ao quadrado, se a unidade de medida do lado 
do polígono for o metro (m), a unidade de medida da área será o 
metro quadrado (m2).

Vamos chamar o comprimento do polígono de base(b) e a largura 
chamaremos de altura(h). Figura 110 - Retângulo 

normal e um retângulo 
quadriculado. 

b

h

1m

1m
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Figura 111 - Retângulo 
e paralelogramo

Área do retângulo e  
do paralelogramo
Vimos no capítulo dos quadriláteros que todo quadrado e retân-
gulo também são paralelogramos, e por isso a forma como se 
calcula a área de todos eles é mesma, ou seja, multiplicando sua 
base pela sua altura, observe:

Para se calcular a área do retângulo e paralelogramo, multiplica-
mos a base pela altura A=b.h

Área do quadrado
Como o quadrado tem os quatro lados iguais, a base e a altura 
têm a mesma medida, por isso são chamadas de lado (L)”.

Figura 112 - Quadrado 
com a indicação  

do lado l.

A = b.h 

A = L.L 

A = L²

a h

b
b

A=b.h

L
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Área do losango
O losango também é um paralelogramo, mas ele não tem base e 
nem altura, mas se pegarmos a diagonal maior do losango (D) e 
multiplicar pela diagonal menor (d), encontraremos a área de um 
paralelogramo que terá o dobro da área do losango, observe a 
figura 110.

Figura 113 - Losango 
com diagonal maior (D) 

e a menor (d).

Na figura é possível observar que as linhas pontilhadas do para-
lelogramo  formam 4 triângulos idênticos aos 4 triângulos que 
formam o losango, por isso precisamos dividir o resultado da 
multiplicação das diagonais por 2, para termos a área de apenas 
um losango.

Resumindo, a área do losango é o produto das diagonais dividido 
por 2. 

A = D.d
         2 

d
D

Área do triângulo
O cálculo da área do triângulo também é bem interessante, va-
mos lembrar que quando um quadrilátero é dividido por uma de 
suas diagonais são formados dois triângulos.

Figura 114 - 
Quadrilátero divido 
em dois triângulos por 
uma diagonal.
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Se esse quadrilátero for um paralelogramo, os dois triângulos 
formados serão iguais, e as suas áreas também serão iguais, por 
isso, para calcular a área de um triângulo podemos calcular a área 
do paralelogramo e dividir por 2.

Figura 115 - 
Demonstração de que 

a área do triângulo é 
igual a metade da área 

do paralelogramo.

Temos então que a área do triângulo pode ser dada por:

 A = b.h
         2

Área do trapézio
O trapézio não é paralelogramo, mas a forma de calcular a área 
não mudará,  será a base multiplicada pela altura, mas o trapézio 
tem pelo menos um lado inclinado, por isso precisamos encontrar 
uma forma de “transformar” esse trapézio em paralelogramo. Para 
resolver isso vamos pegar dois trapézios retângulos idênticos.

Figura 116 - Dois 
trapézios retângulos 

idênticos. 

Vamos pegar esses dois trapézios e encaixá-los pelos seus lados 
inclinados, conforme a figura 117.

D
A

B C

d

B C

h

b

h

b
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Figura 117  -Trapézios 
idênticos encaixados

Observe que o trapézio tem duas bases, uma maior e outra me-
nor, quando os dois são encaixados, forma-se um paralelogramo, 
e o comprimento do paralelogramo é a soma da base maior com a 
base menor do trapézio, com isso temos que a base será (B+ b).

O cálculo da área é A = b.h, substituindo b por (B + b), fica A = (B 
+ b).h, mas com esse cálculo teremos as áreas dos dois trapézios 
usados, para termos somente a área de um trapézio dividimos 
essa área por 2.

Assim: 

A= (B + b).h
      2

Com esses conceitos você já terá uma boa base para resolver mui-
tos problemas envolvendo áreas de figuras poligonais, agora é só 
treinar bastante! 

Área de um polígono regular
Polígono regular é todo polígono que possui lados congruentes 
(iguais) e ângulos internos também congruentes. 

Figura 118  -Polígonos 
regulares

CAPÍTULO 9
Áreas de polígonos e 

razão entre áreas

85



Quando ligamos o centro do polígono a cada um de seus vértices, 
encontramos um número de triângulos igual ao número de lados 
do polígono, todos esses triângulos serão isósceles. 

Figura 119 -  Polígono 
de novos lados dividido 

em nove triângulos 
isósceles

Vamos observar que todos esses triângulos são iguais, se traçar-
mos a altura desse triângulo, ligando o vértice, que é o ponto do 
centro do polígono, ao ponto médio da base do triângulo, verifica-
mos que esse segmento de reta é também é a bissetriz do triângu-
lo, como esse triângulo é parte do polígono esse segmento de reta 
é conhecido como apótema do polígono. 

A

B

C

D

EF

G

H

I

O

a
r

l

Figura 120 - Apótema a 
de um polígono regular 

de 6 lados
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Razão entre áreas de figuras 
semelhantes
Já vimos em capítulos anteriores o que são triângulos semelhan-
tes, agora veremos o que são polígonos semelhantes, não fique 
preocupado, porque o conceito é o mesmo dos triângulos, polígo-
nos semelhantes são aquelas que possuem ângulos corresponden-
tes iguais (congruentes) e lados correspondentes proporcionais. 

Mas por que foi apresentado esse segmento?

Porque ele será necessário para o cálculo da área um de polígono 
regular qualquer.

Para calcular a área de um polígono regular de n lados, basta 
multiplicar o semiperimetro desse polígono pelo seu apótema, 
ou simplesmente multiplicar o perímetro pelo apótema e dividir o 
resultado por 2.

Semiperímetro é o perímetro do polígono dividido por 2.

A=  (P.a)
        2

Onde: A é a área, P é o perímetro e a é a apótema

Figura 121 - (A)  Par de 
triângulos semelhantes 
e (B) par de hexágonos 
semelhantes

A

D

B C E F

A

G L

H

I J

K

F

E

DC

B

(B)

(A)
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Vamos calcular a razão de semelhança entre eles:

k =  l1
        l2

k =  2 
       4

K = 0,5

Agora vamos verificar o que acontece com as áreas de duas figu-
ras semelhantes.

Vamos tomar como exemplo dois triângulos retângulos seme-
lhantes, um de base 2cm e altura 4cm, e outro semelhante a ele 
de base 4cm e altura 8cm.

Observando as figuras acima percebemos que existe uma razão 
de semelhança, essa razão é o resultado da divisão entre as me-
didas de um lado da primeira figura pelo lado correspondente da 
segunda figura. Observe os hexágonos regulares da figura 12, o 
primeiro tem lado medindo 1 cm e o segundo tem lado medindo 
2 cm, dividindo o primeiro pelo segundo, teremos 0,5; que é a 
razão de semelhança entre os dois hexágonos.

Figura 122 - Hexágonos

regulares

Podemos dizer que para calcular a razão de semelhança entre 
duas figuras semelhantes basta dividir o lado da primeira pelo 
lado correspondente da segunda, vamos chamar a constante de 
proporcionalidade de K.

k = l1
       l2

1

2

2

4

4
8

Figura 123 - 
Semelhança de 

triângulos.
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Agora vamos calcular as áreas de cada um dos triângulos:

A = b.h	 A = 2.4	 A =  8	 	 A = 4 cm²
         2                        2                      2          

A = b.h	 A = 4.8	 A =  32 	 A = 16 cm²
         2                        2                       2          

Para calcular a razão entre as áreas utilizaremos o mesmo proces-
so para o cálculo da razão de semelhança das figuras, faremos a 
divisão entre a área do primeiro triângulo pela área do segundo 
triângulo, observe:

4 = 0,25
				        16                                                                           

Agora vamos analisar a relação entre a razão de semelhança dos 
lados com a razão de semelhança entre as áreas.

Razão de semelhança entre os triângulos é igual 0,5

Razão de semelhança entre as áreas dos triângulos é igual a 0,25

É possível perceber que a razão entre as áreas é igual ao quadra-
do da razão entre os lados.

Com isso chegamos à conclusão que:

A razão entre as áreas de dois polígonos semelhantes é igual ao 
quadrado da razão de semelhança entre eles.

S1 = k²
				           S2

Onde: S1  e S2, são as áreas das figuras e K é a razão de semelhan-
ça. Essa propriedade é válida para toda e qualquer superfície 
semelhante, por isso vale:

A razão entre as áreas de duas superfícies semelhantes é igual ao 
quadrado da razão de semelhança.

Com isso chegamos ao fim de mais um capítulo dessa aventura 
chamada Geometria, mas temos muito mais ainda pela frente!
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O símbolo da perfeição. 
O design do criador.
Como se não houvesse nada além. 
Pode mudar, mas não muda.
Pode falar, mas não assusta.
E por onde passa prende todos num laco de simetria e perfeição
Que somente a mais pura inspiração poderia criar.”

“



Conceitos e elementos
“O brinquedo mais gostoso do parque de diversões é a roda gigante. 
Nossa! Quando ela roda e para bem lá em cima no altão, de lá eu 
vejo o mundo.... um mundo bem pequenininho”. 

José dos Reis Santos

Assim como a roda gigante, existem milhares de coisas que têm 
a mesma forma dela, a Lua, as rodas dos carros e das bicicletas, e 
também o Sol.

Figura 124 - 
Circunferências no dia-

a-dia.
Mas qual é a figura geométrica plana que nos lembra a roda?

Se você disse a circunferência, muito bem! É isso mesmo, a circun-
ferência! Mas o que realmente é uma circunferência?
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A circunferência é uma figura geométrica plana, a qual possui 
todos os seus pontos a uma mesma distância de um ponto dado 
nesse plano. Observe que a figura 124 tem um ponto central O, 
este ponto tem uma distância r ao ponto P, e essa mesma distân-
cia aos pontos T, C e D.

Figura 125 - 
Circunferêcia com suas 

distâncias r.

De acordo com a figura podemos afirmar que a distância r do 
ponto central aos pontos P, T, C e D são iguais.

dOP = dOT = dOC = dOD = r

O ponto O dado é chamado de centro da circunferência e a distân-
cia entre ele e os pontos são os raios da circunferência.

Figura 126 - 
Circunferência com 

todos os pontos e 
indicando o centro  

e os raios.

Por isso as varetas que ligam o eixo da roda da bicicleta ao aro 
são chamadas de raios da roda da bicicleta.
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Posição de ponto e circunferência
Imagine que você desenhou uma circunferência no chão, se você 
jogar algumas pedras nessa circunferência, com os olhos fecha-
dos, você vai perceber que algumas pedras vão cair dentro da 
circunferência e outras cairão fora da circunferência, e algumas 
pedras cairão bem em cima da circunferência.

Figura 127 - 
Circunferência com as 
pedras. Pense agora que cada pedra é um ponto no plano e o ponto O 

é o centro da circunferência, percebemos que os pontos A, B, C 
e D estão dentro da circunferência, os pontos E, F, G e H, estão 
fora da circunferência e os pontos I, J e K, estão bem em cima da 
circunferência.Figura 128 - 

Circunferência com os 
pontos marcados.
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Lembre-se que o raio é a distância do centro a um ponto qualquer 
da circunferência,

Pela figura é possível verificar que os pontos A, B, C e D estão 
a uma distância do centro menor que a medida do raio, por isso 
esses pontos são internos à circunferência.

dOA < r,  dOB < r, dOC < r e dOD < r

Figura 129 - pontos 
internos na 

circunferência
Continuando a observação percebemos que os pontos I, J e K, 
estão exatamente em cima da linha da circunferência, por isso 
dizemos que esses pontos pertencem à circunferência, pois a dis-
tância deles ao centro da circunferência é igual a medida do raio.

dOI = r,  dOJ = r e dOK = r

Figura 130 - Pontos 
pertencentes à 
circunferência.E por fim os pontos E, F, G e H estão a uma distância do centro 

maior que a medida do raio, por isso eles são pontos externos à 
circunferência.

dOE > r, dOF > r, dOG > r e dOH > r
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Figura 131 - 
Pontos externos à 
circunferência. O conjunto de todos os pontos internos a uma circunferência é 

seu interior, e o conjunto de todos os pontos externos a uma cir-
cunferência é seu exterior.

Figura 132 - 
Circunferência 
mostrando seu interior 
e exterior. Corda, diâmetro, raio e arco de 

circunferência 
A circunferência possui alguns elementos bastante importantes, 
agora veremos o que são e como eles são localizados.

Imagine uma circunferência de centro O com os pontos A e B per-
tencentes a ela, se ligarmos os pontos A e B, teremos o segmento 
de reta AB.

Figura 133 - Corda da 
circunferência
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O diâmetro é a 
maior corda da 
circunferência.
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O segmento AB é chamado de corda da circunferência, pois é um 
segmento que possui suas extremidades pertencentes à circunfe-
rência.

Podemos dizer que:

 Um segmento de reta determinado por dois pontos quaisquer 
da circunferência é a corda da circunferência. 

Figura 134 - 
Circunferência com 

várias cordas.

Quando a corda da circunferência passa exatamente no centro da 
circunferência dividindo-a em duas partes iguais, essa corda passa 
a ser chamada de diâmetro. Na Figura o segmento AB é o diâme-
tro da circunferência.

Figura 135- Diâmetro 
da circunferência

O raio da circunferência é o segmento de reta com uma extremi-
dade no centro da circunferência e a outra em um ponto da cir-
cunferência, o raio é a metade do diâmetro.

Figura 136 - Raio da 
circunferência.
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Para encerrar vamos ver em uma única circunferência a corda, o 
diâmetro e o raio.

O segmento AB é a corda, o segmento CD é o diâmetro e o seg-
mento OE é o raio.

Figura 137 - Corda, 
diâmetro e raio da 

circunferência. Arco de circunferência e 
semicircunferência
Vamos imaginar novamente o círculo desenhado no chão e que 
você jogou as pedras, imagine que duas dessas pedras são dois 
pontos, o ponto I e o ponto J, você percebe que esses pontos divi-
dem a circunferência em duas partes, cada uma dessas partes são 
chamadas de arcos da circunferência.

Figura 138 - Arco de 
circunferência  IJ

Quando esses pontos coincidem com os pontos das extremidades 
do diâmetro, a circunferência será dividida em duas partes exata-
mente iguais, e cada uma das partes será uma semicircunferência.
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Figura 139- 
Circunferência 

dividida em duas 
semicircunferências

Muitas pessoas fazem confusão quando pensam em circunferên-
cia e círculo, mas será que os dois são a mesma coisa?

Não! Existe a confusão, mas circunferência e círculo são coisas 
diferentes, mas essa diferença é bem simples. 

Como já foi estudado anteriormente a circunferência é o conjunto 
de pontos que estão a mesma distância de um ponto central fixo, 
vimos também que todo ponto que está dentro da circunferência 
são pontos internos a ela, e é ai que está a diferença. 

Podemos dizer que a circunferência é apenas o contorno do 
círculo, e o círculo é o conjunto da união de uma circunferência 

com todos os seus pontos internos.

Dessa maneira a distância entre qualquer ponto do círculo ao cen-
tro é sempre menor que o raio da circunferência.

Figura 140- Círculo.

Para perceber claramente a diferença entre os dois, podemos 
pegar como exemplo um anel e uma moeda.

Figura 141- Um anel e 
uma moeda.
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O anel tem apenas o contorno da região circular, ele representa 
a circunferência, já a moeda possui o contorno e toda a região 
interna preenchida, ela representa o círculo. 

O círculo também é chamado de disco.

Uma curiosidade: em algumas culturas e religiões o círculo 
(circunferência) representa a eternidade, perfeição e divindade, 
pois ele não possui início e nem fim. É considerado a figura mais 

perfeita que existe.

O centro, o raio, o diâmetro, o arco e a corda de um círculo, são 
o centro, o raio, o diâmetro, o arco e a corda da circunferência da 
qual ele faz parte.

Figura 142 - Círculo e 
seus elementos.

Posições relativas entre retas  
e circunferências
Quando pensamos em relacionar as posições entre retas e circun-
ferências podemos pensar basicamente em três casos, quando a 
reta intercepta (cruza) a circunferência em dois pontos, quando a 
reta toca a circunferência em apenas um ponto ou quando a reta 
está totalmente fora da circunferência. Vamos ver cada um dos 
casos:

Quando uma reta intercepta a circunferência em dois pontos dis-
tintos (diferentes), esta reta e a circunferência são secantes. 

Figura 143 - 
Reta secante à 
circunferência.
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Note na figura que essa reta forma o segmento AB dentro da 
circunferência, ou seja, esse segmento é uma corda da circunfe-
rência.

Se a reta intercepta (cruza) a circunferência em apenas um ponto, 
dizemos que esta reta é tangente à circunferência. A reta tan-
gente à circunferência tem apenas um ponto em comum com a 
circunferência e os demais pontos da reta são todos externos à 
circunferência.

Figura 144 - 
Circunferência com a 

reta tangente a ela.

Agora se a reta não intercepta a circunferência, ou seja, ela não 
toca a circunferência em nenhum ponto, esta reta é exterior à 
circunferência.

Figura 145 - 
Reta exterior à 
circunferência
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Posições relativas de  
duas circunferências
Da mesma forma que vimos que circunferências e retas tem 
posições relativas, duas circunferências também tem. Vamos ver 
agora as posições relativas entre duas circunferências. 

Você deve conhecer o bambolê, um brinquedo bastante conheci-
do pelas crianças, ele é um aro (circunferência) plástico que deve 
ser girado em torno do corpo, perna ou braço, que diverte mui-
ta gente há muitas gerações.  Vou utilizar esse brinquedo para 
exemplificar a posição relativa entre duas circunferências.

Vamos imaginar dois bambolês de diâmetros diferentes, um 
maior e outro menor, na primeira situação vamos colocar o bam-
bolê menor no interior (dentro) do maior, fora do centro e sem 
encostar um no outro, podemos dizer que o bambolê menor é 
interno ao maior.

Uma circunferência será interna a outra  se todos os seus pontos 
forem pontos internos ao da outra circunferência.

Figura 146 - 
Circunferência interna

Uma circunferência é interna a outra quando a diferença das 
medidas de seus raios é maior que a distância entre os centros da 
circunferência.

d < r1 – r2

Figura 147 -Relação 
entre os raios e 
a distância entre 
centros.

Agora vamos imaginar que o bambolê menor está dentro (inter-
no) do maior, mas ele está tocando o maior, e percebemos que 
eles se tocam em apenas um ponto, quando isso acontece dize-
mos que o menor está tangenciando o maior e como o menor é 
interno ao maior dizemos que ele é tangente interno. 
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Figura 148 -Bambolês 
representando 
circunferências 

tangentes internas
Então, duas circunferências são tangentes internas se possuírem 
apenas um ponto em comum e uma esteja no interior da outra. Isso 
só acontece se a medida da distância entre os centros das circun-
ferências for igual a diferença entre as medidas dos dois raios. 

Observe que dO1O2 = r1 – r2

Figura 149 - Relação 
entre raio e distancias 

aos centros nas 
circunferências 

tangentes internas.

Os dois bambolês agora serão colocados de forma que o menor 
fique no lado externo do maior, mas tocando-se, novamente 
percebe-se que eles se tocam apenas em um ponto, e o bambo-
lê menor tem todos os outros pontos externos ao maior, eles se 
tangenciam, mas pelo lado de fora do maior, por isso dizemos que 
eles são tangentes externos.

Figura 150- Bambolês 
representando 
circunferências 

tangentes externas.
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Podemos concluir que duas circunferências são tangentes exter-
nas se possuírem um único ponto em comum e uma esteja ex-
terna à outra, isso acontece quando a medida da distância entre 
os centros das circunferências for igual a soma das medidas dos 
raios.

Figura 151 - 
Circunferências 
tangentes externas.

Observe que dO1O2 = r1 + r2

Vamos pensar agora que esses dois bambolês foram jogados ao 
chão e eles caíram um em cima do outro.

Figura 152 - 
Circunferências 
secantes, se cruzam 
em dois pontos 
distintos

Você pode observar que esses bambolês se cruzam em dois 
pontos diferentes (distintos) e esses pontos são comuns aos dois 
bambolês, quando isso acontece, dizemos que eles são secantes 
um ao outro.

Neste caso, podemos dizer que duas circunferências serão secan-
tes se a medida das distâncias entre os seus centros for menor 
que a soma das medidas de seus raios e maior que a diferença 
entre seus raios, observe: r1 – r2 < d <  r1 + r2.

Figura 153 - Relação 
entre raios e 
distâncias do centro 
nas circunferências 
secantes.
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Mas e se os bambolês estivessem caídos com o menor totalmen-
te fora do maior, ou seja, eles não estão se tocando em nenhum 
ponto? Neste caso como eles não têm nenhum ponto em comum, 
todos os pontos do menor estão fora do maior, por isso ele é 
externo ao maior.

Figura 154 - 
Circunferências 

externas.

Duas circunferências são externas quando todos os pontos de 
uma estão no exterior da outra sem ter pontos em comum. Neste 
caso a distância entre os centros das duas circunferências é maior 
que a soma das medidas de seus raios. d <  r1 + r2

Figura 155 - 
Circunferências 

externas.

Agora teremos uma situação difícil com os bambolês, o menor 
está interno ao maior, mas os centros dos dois são dados pelo 
mesmo ponto, ou seja, ambos têm o mesmo centro.

Figura 156 - Os dois 
bambolês com o 

mesmo centro.
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Figura 157 - Duas 
circunferências 
concêntricas.

Neste caso as duas circunferências possuem o mesmo centro, ou 
seja, um mesmo ponto é o centro das duas, e a distância entre os 
centros delas é igual a 0 (zero), neste caso vamos ter duas circun-
ferências concêntricas.

Observe que dO1O2 = 0

Área do círculo
Muitas vezes ouvimos pessoas pedindo para que se faça o cálculo 
da área da circunferência, mas será que está correto isso?

Pelos estudos dos temas anteriores é possível analisar a afirma-
tiva e chegar à conclusão que não está correta, porque a circun-
ferência é apenas o contorno da região circular, ela é apenas uma 
linha. O correto é calcular a área do círculo.

Vamos ver como se faz isso então.

Primeiro vamos precisar de um elemento novo, que é o π, letra 
grega Pi. O π é uma constante, em praticamente tudo que você 
estudar que envolva círculos e circunferências, o π vai estar pre-
sente. 

O π é a razão entre o comprimento da circunferência e diâmetro 
do círculo ao qual ela pertence, π é um número irracional que, 
normalmente, arredondamos o valor para três casas, com o valor 
π=3,14.

O comprimento da circunferência é o seu perímetro.

perímetro = π
				    diâmetro 

Com isso podemos concluir que a razão entre o comprimento da 
circunferência de um pneu de carro pelo seu diâmetro é a mesma 
que o comprimento da circunferência de uma moeda pelo seu 
diâmetro, ou seja π!

Para calcular o comprimento da circunferência fazemos C = π.D , 
como o diâmetro é o dobro do raio, podemos também calcular o 

O1 =O2

r2

r1 d
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comprimento da seguinte forma C=2 πr

Para o cálculo da área do círculo basta multiplicarmos o π pelo 
quadrado do raio.

A = π.r²

Existem várias formas de dedução da fórmula do cálculo da área 
do círculo, mas para o momento basta você lembrar como se cal-
cula esta área utilizando-se apenas da fórmula.

Figura 158 - Círculo 
com representação 

(A) da área e (B)
do comprimento da 

circunferência .
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“De passo a passo,
De pouco em pouco, 
Se vai para longe,
Apenas para perceber que sempre 
se retorna ao início,
E que no início, nada muda.”



Ângulos na circunferência
O estudo da relação entre a circunferência e ângulos é muito 
importante na geometria, principalmente quando se trata de 
cálculos astronômicos. Mas apesar de ser usado na astronomia as 
definições são simples, os ângulos relacionados à circunferência 
são, o ângulo central, ângulo inscrito, ângulo externo, interno e 
os ângulos de segmento.

O ângulo central relativo a uma circunferência é o ângulo que tem 
o vértice no centro da circunferência. Em uma circunferência de 
centro O, o ângulo central vai determinar um arco de circunferên-
cia AB.

Figura 159 - 
Ângulo central da 
circunferência

O arco AB é correspondente ao ângulo AÔB

Como o arco AB também é dado em graus, percebe-se que o arco 
AB é igual a medida do ângulo central AÔB

Podemos utilizar uma letra grega qualquer para nomear o ângulo, 
vamos usar a letra β (beta), observe que β = AB 

O ângulo inscrito relativo a uma circunferência é um ângulo que 
tem o vértice na circunferência e os lados do ângulo são secantes 
a essa circunferência.

Figura 160 - α é um 
ângulo inscrito na 
circunferência.

Observe na figura que α é o ângulo inscrito, AB é o arco correspon-
dente e β é o ângulo central correspondente ao ângulo inscrito α.
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A medida do ângulo inscrito é igual a metade do ângulo central 
correspondente a ele.

α = AB
       2

O ângulo interno é o ângulo que tem o vértice no interior da 
circunferência, mas não no centro, distante dele, os seus lados 
são secantes à circunferência, eles se cruzam formando o ângulo 
interno, os dois lados formam os arcos AB e CD, este ângulo tam-

Figura 161 - x é o 
ângulo interno à 

circunferência.

bém é conhecido como ângulo excêntrico interior.

A medida deste ângulo é a metade da soma dos arcos AB e CD.

α = AB + CD
        2

O ângulo externo é o ângulo que possui o vértice no exterior da 
circunferência, ele fica fora da circunferência, e seus lados são 
secantes ou tangentes à circunferência, esses lados formam os 

Figura 162 - 
circunferência com o 

ângulo externo α.

arcos AB e CD, e também é conhecido como ângulo excêntrico 
exterior.

A medida do ângulo externo é a metade da diferença dos arcos 
formados AB e CD.

α = AB - CD
       2
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Ângulo de segmento ou  
ângulo semi-inscrito
Ângulo de segmento ou ângulo semi-inscrito relativo a uma 
circunferência é o ângulo que tem o vértice num ponto da circun-
ferência, um dos lados é uma secante à circunferência e o outro 
lado é tangente à circunferência.

Figura 163 - α é o 
ângulo de segmento 
ou semi-inscrito na 
circunferência.

Observe na figura que a reta s é secante à circunferência, a reta 
t é tangente a essa circunferência, o ângulo β é o ângulo central 
(AOB), e o ângulo α é o ângulo de segmento, e AB é o arco de 
circunferência subtendido.

A medida do ângulo de segmento será sempre a metade do ângu-
lo central da circunferência.

α = β
       2

Desta forma encerramos mais uma conversa sobre as circunfe-
rências, existe muito mais a ser estudado, mas é necessário ir por 
partes para não se perder no caminho, estudar bastante e com-
preender o que significa cada elemento é muito importante para 
poder resolver exercícios e situações-problema que os envolva.
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A educação é a arma mais poderosa 
que você pode usar para mudar o 
mundo.” 

Nelson Mandela
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Perguntaram a Tales:
- Qual é a mais rápida de todas as coisas?
- O Pensamento, porque em menos de um minuto você pode 
voar até o final do Universo.
- Qual é a mais forte de todas as coisas?
- A Necessidade, porque faz com que o homem enfrente 
todos os perigos da vida. 
- Qual é a mais fácil de todas as coisas?
- Dar conselhos. 
- Qual é a mais difícil de todas as coisas?
E o Sábio de Mileto replicou:

- Conhecer a si mesmo.

Tales de Mileto



Tales de Mileto foi um filósofo, astrônomo e matemático grego, 
foi muito reconhecido em sua época pelas suas descobertas e 
pelo seu pensamento filosófico. Sua sabedoria percorreu o mun-
do e muitos outros o seguiram. Vários temas tratados em capí-
tulos anteriores são atribuídos a Tales, são descobertas de Tales 
a demonstração de que os ângulos da base de dois triângulos 
isósceles são iguais e também a demonstração que todo diâmetro 
divide a circunferência em duas semicircunferência iguais.

O que vamos estudar agora é uma das descobertas mais impor-
tantes de Tales, tanto que recebe seu nome, o Teorema de Tales.

Antes de iniciar vamos recordar o que são retas paralelas e retas 
transversais.

Duas retas paralelas são retas em que todos os seus pontos man-
tem sempre a mesma distância, e tem a mesma inclinação, por 
isso elas nunca se interceptam (cruzam).

Figura 164 - Uma reta s 
e uma reta t, paralelas.

As retas transversais são aquelas que cruzam um par ou um feixe 
de retas paralelas.

Figura 165 - Retas a, 
b, c e d são paralelas; 
Retas r, s e t são 
transversais

Chamamos de feixe de retas paralelas, um conjunto de retas para-
lelas entre si.
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Figura 166 - feixe de 
retas paralelas nos 

trilhos do trem. 

Tales tinha um grande conhecimento de Geometria e proporcio-
nalidade ( já estudado em capítulos anteriores), ele observou que 
quando os raios solares atingiam a Terra eles estavam na posição 
inclinada e também eram paralelos entre si, com isso ele começou 
a admitir que existia uma proporcionalidade entre as medidas da 
sombra de um objeto e a altura desse objeto. 

O que Tales percebeu foi que quando o raio solar atingia o topo 
de um determinado objeto em uma determinada hora do dia, a 
inclinação do raio solar seria a mesma de um outro raio que atin-
giu um outro objeto, portanto as sombras dos dois objetos seriam 
proporcionais e as suas alturas também.

Figura 167  -  
Proporcionalidade 

entre os objetos 
percebida por Tales.

Com isso Tales chegou a conclusão do seu famoso Teorema de 
Tales, que diz o seguinte:

“Se um feixe de retas paralelas é interceptado (cruzado) por duas 
retas transversais, os segmentos formados entre elas serão todos 
proporcionais”.

Figura 168 -Feixe 
de retas paralelas 
interceptadas por 

retas transversais.A A' a
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Observe a figura: as retas a, b e são paralelas, as retas r e s são 
transversais, que formam os segmentos de reta AB, BC e A’B’ e 
B’C’.

Podemos dizer que o segmento AB está para o segmento BC,  
assim como o segmento A’B’ está para o segmento B’C’.

AB = A’B’
BC     B’C’

Da mesma podemos ter também que o segmento AB está para o 
segmento A’B’, assim como o segmento BC está para o segmento 
B’C’.

AB = BC
 A’B’   B’C’

Observando os dois casos percebe-se que a proporcionalidade 
é a mesma, preste atenção que no primeiro caso pegamos os 
segmentos formados na mesma transversal, o segmento AB 
estava em cima e o BC em baixo, note que na segunda transversal 
ocorreu o mesmo, pegamos primeiro o segmento de cima A’B’ e 
depois o segmento de baixo B’C’, observe que só serão proporcio-
nais os segmentos correspondentes.

AB = A’B’
BC     B’C’

No segundo caso pegamos o primeiro segmento na reta r com 
seu correspondente, que é o primeiro segmento da reta s, e a 
outra razão com o segundo segmento da reta r com o segundo 
segmento da reta s, o que garante a proporcionalidade, de novo 
deve ser observado que só serão proporcionais os segmentos 
correspondentes.

AB = BC
 A’B’   B’C’ 

O teorema de Tales e os triângulos
Já utilizamos a lei de correspondência aqui do Teorema de Tales, 
no capítulo dos triângulos semelhantes, os casos de semelhança 
são baseados neste Teorema.

Vamos pensar em um triângulo ABC qualquer, se uma reta parale-
la a um dos lados do triângulo cruza com os outros dois lados em 
pontos distintos, essa reta vai estar dividindo estes dois lados na 
mesma razão.
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Figura 169 - Teorema 
de Tales no triângulo

Na figura é possível perceber que que foram formados dois triân-
gulos, o triângulo Maior ABC e o triângulo menor ADE, que são 
semelhantes.

Então temos que: 

AB = AC
AD    AE

Os casos que podem ser solucionados através do Teorema de Ta-
les são muitos, você deve apenas lembrar da proporcionalidade, 
que ocorre apenas em segmentos correspondentes, com isso em 
mente, não tem erro! 
 

Teorema das Bissetrizes: 
Teorema da Bissetriz interna
Os teoremas das bissetrizes são dois teoremas bastante simples 
de serem compreendidos.

Figura 170 - Bissetriz 
interna do triângulo 

ABC

Vamos pegar um triângulo de vértices ABC e traçar a bissetriz de 
um de seus ângulos, pegaremos o ângulo BÂC, no vértice A.

O ponto que a bissetriz cruza com o lado BC, vamos chamar de S, 
o lado BC foi dividido em duas partes BS e SC ou CS tanto faz. O 
que o teorema da bissetriz interna nos mostra é que essas duas 
partes formadas pela bissetriz são diretamente proporcionais aos 
seus lados adjacentes.
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Figura 171 - Triângulo 
ABC com a bissetriz  
no vértice A, com o 
ponto S.

Pela figura vamos ter que o lado AB é adjacente a BS e o lado AC 
é adjacente a CS, o que significa isso? Significa que a divisão entre 
AB e BS tem que dar o mesmo resultado que a divisão entre AC e 
CS, vamos ter que:

AB = AC
BS     CS

É essa a afirmação do Teorema da bissetriz interna, agora vamos 
analisar o teorema da bissetriz externa. 

Teorema da bissetriz externa
O teorema da bissetriz externa é só um pouquinho diferente, 
porque agora vamos traçar a bissetriz de um ângulo externo do 
triângulo, lembre-se que o ângulo externo do triângulo é encon-
trado pelo prolongamento dos lados. Vamos pegar um triângulo 
ABC e traçar o prolongamento do lado AB para encontrar o ângu-
lo externo ao vértice A, encontrando o ângulo vamos traçar a sua 
bissetriz, vamos precisar traçar um prolongamento do lado BC 
porque é nesse prolongamento que encontraremos o ponto S do 
cruzamento da bissetriz.

Figura 172 - Bissetriz 
externa do triângulo 
ABC.

Apesar das figuras serem diferentes e as situações também 
diferentes, o teorema será praticamente muito parecido, se a 
bissetriz de um ângulo externo de um triângulo intercepta a reta 
que contém o lado oposto, então ela divide o lado oposto exter-
namente, em segmentos proporcionais aos seus lados adjacentes.
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Vejamos, o lado AB é adjacente a BS e o lado AC é adjacente a CS, 
o que significa isso? Significa que a divisão entre AB e BS tem que 
dar o mesmo resultado que a divisão entre AC e CS, vamos ter 
que:

AB = AC
BS     CS

Podemos então afirmar que a relação AB/BS = AC/CS serve para 
as duas situações, tanto para a bissetriz interna quanto para a 
bissetriz externa.

Bom, aqui chegamos ao final desta etapa de nossa aventura por 
uma parte da Geometria Plana, mas ainda tem muito mais, e o 
aprendizado ocorre pela curiosidade, pela procura e pela incansá-
vel busca do conhecimento, esperamos que você tenha aprendido 
muito com esse trabalho, e que tenha instigado a sua vontade de 
aprender sempre mais. Até mais pessoal!

A Área dA Geometria faz com que 
possamos adquirir o hábito de 
raciocinar, e esse hábito pode ser 
empregado, então, na pesquisa da 
verdade e ajudar-nos na vida” 

Jacques Bernoulli

“
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conclusão





Enfim, o fim – do livro. Através dele, caminhamos juntos pelos 
principais conceitos da Geometria de uma forma acessível e em 
uma linguagem simples. Nosso principal objetivo foi fazer com 
que o livro tenha proporcionado uma fonte de fácil acesso aos co-
nhecimentos básicos da Geometria e que, a partir de então, você 
possa seguir em frente e adquirir mais conhecimentos por si só. 
Em outras palavras, esperamos que o livro tenha dado confiança 
para que busque os conhecimentos que são importantes para os 
seus sonhos. 

Nelson Mandela uma vez disse que a educação é a arma mais 
poderosa para mudar o mundo. E nós concordamos com ele. O 
conhecimento é chave para as realizações dos sonhos, para com-
bater diferenças sociais, para combater a discriminação, o racismo, 
e qualquer outra forma de ódio e violência que a nossa sociedade 
vivencia diariamente. O conhecimento nos torna adaptáveis e fle-
xíveis a qualquer situação – seja ela profissional ou pessoal – e nos 
torna, de certa forma, invencíveis. Assim, além de uma fonte de 
conhecimento, esperamos que o livro seja uma fonte de inspiração. 

Antes de terminar, gostaríamos de deixar uma mensagem para os 
estudantes. Seja você branco, negro, japonês, de cabelo longo ou 
curto. Para você que é loiro, moreno, ou ruivo, de olhos claros ou es-
curos. De classe social alta ou baixa, de escola particular ou pública. 

Esse livro é a realização de um sonho. Um sonho que começou den-
tro da cabeça de pessoas como você, com problemas como você, 
e de situações financeiras como a sua, mas que hoje tomou forma 
e se apresenta diante dos seus olhos. Esse livro é uma evidência 
de que sonhos são possíveis quando temos foco, perseverança e 
muito amor ao próximo. O livro nasceu de uma vontade de propor-
cionar oportunidades a todos – sem preconceitos – para que cada 
um de nós consiga realizar nossos sonhos. E quando isso acontecer, 
que também saibamos retribuir o nosso dom e o nosso talento de 
volta aos mais novos, e ajudá-los a terem melhores oportunidades 
que nós tivemos. Com esse sentimento de comunidade e responsa-
bilidade social é que um dia talvez você seja o autor do seu próprio 
livro – o livro que reflita a sua história e que sirva de inspiração 
para que outros jovens escrevam seus próprios caminhos. 

Provavelmente, quando você tentar dar um passo ousado, fora 
da sua zona de conforto, você será julgado. Não se apegue a esse 
medo, pois o medo aprisiona. Você já deve ter pensando que não 
se encontra onde deseja e que não está utilizando todo o seu 
potencial. Você continua acreditando que pode fazer diferente e 
atingir seus sonhos. Essa voz dentro de você é o seu inconsciente 
se comunicando, lembrando que você tem potencial ilimitado. É 
uma sensação incrível sentir que você pode fazer qualquer coisa no 
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exato momento em que você está motivado e pensando sobre isso. 

Não tenha medo da incerteza ou do desconhecido. O que vem 
a seguir é o que transformará completamente sua vida. Não é 
da nossa escuridão que temos medo e sim da nossa luz. Não se 
importe em deixar de lado o que é familiar ou aquilo que não te 
faz se tornar uma pessoa melhor. As respostas para as nossas 
perguntas mais profundas aparecerão quando corrermos o risco 
e nos lançamos em direção aos nossos objetivos. Confie no seu 
instinto. Do outro lado do conforto, dos rótulos, e dos medos 
estão as inúmeras possibilidades de transformar a sua realidade 
e realizar seus sonhos. Decida confiar em si mesmo, assim como 
confiamos em nós mesmos ao escrevermos esse livro.

Muito obrigado por fazer parte do nosso sonho.
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